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i��~�W|¡w.��}Y|��W���{�WrO��r{z{¬,��r��W|�|O����z{���{�<�¡���Yª,�YuÁ��������z{|~w=�������Y�?z{�O��z{}Y|~�O�?�?r��sY�Yu_¢£�����  ¡r��Y�O�?�W¨Us�r��?�?�����<Â&���?r{s��Y|®���?��z{�O��z��Y ,���W�<�Wr{uYsYt§��w=�?w=|~sYz{�?���O}Y|¡w=|��sY�
T1, T2, . . .

�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY����}Y�OsY��w=|~}Y�O�<r{sYsYt§�±�Y�$�Y�O}<���W�Y�±���_��}Y���?�¡�@r�$������z{|¡w=�O¾y³x�{��r{��r��
T0 = 0

�JÄ~z{�Oz Â(|��Y�Oz{�?�
T = {Tk}k≥0

w=�TÂ�sY�$ ~r���r{z{¬���Y�<w=�Oª,¬?©]��������rOuYsY�?u7�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{�
e = {ek}k≥0 = {e0, e1, e2, . . .}�O}Y|¡w=|�sYs�t§���Ys�z{|�}Y�<r����?�®w=|�Â��W�&�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsYt°w=�&w=�?w=|~sYz�rOw=���Y}Y�Y�?�¡��rxz{}�|���O�?�?r{s��Yu���z�r{���Yz{�

Tk+1 = Tk + ek, k ≥ 0
¾

��|���r{sY�Y ¡w��?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y� �O�~�W|~w� ~rT�@r{�?rOz{¬����?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{¬O©#�O}Y|¡w=|�s��sYt§�x�YsYz{|~}Y�?r{���O�
s = {si}i>0 = {s1, s2, s3, . . .}

�� ~rOz{}�rT�Y|~sYsYt§�Rs�rv�O�<�����<Â��Y�<r{sY�Y|���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©«ª(����z{}�|��O�?�?rOsY�Yu$¢£������ ~r{�Y�O�?�W¨�¾
H �Jýu���%�Yý��Oý
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��;4û��Jû����+�Lû&ý-D
������=��Ý���æ�RÿûcK>�=ª���å���
�,=��=ý���'	�['	��=
�LD��Yý�ûZ��>MD�'�-ÅüJÿ���Jý�ûZ����=yýWþ*'	������=�üJý�û,�	�

{ek}
�

{si}
�·þ$�
�MNÀ�Yû0�[ü���)�'Yþ$�=û,�
�Rÿ%�ß�k¬

Í��<ª(|~��z{�O�?|�z(�W�?��z�r{z{�?�YsY�&É,�Y}��O�Y�Yu ���Y|���z{}��W��� � �Y������s��O�?�����<Â��Y�?rOsY����¾�³x�{���z{����rO©«ª(�Y|�� ���W��z{|¡w=�4��� z{}�|��O�?�?rOsY���7w=�O����z��O�?}�r{�<r{z{tv�<r{z{¬<�À� ���Y�?���� ~rO�O�������w=�<��z{���?z��Y�?}?������r&�Y���Y�<��z{�����W|�sY���_¢
FIFO

�
LIFO

¨����W�Y�O��w=�?����z��Y�¡�W}Wr{ ���|���Y�Yz{¬<�À�&sWr®}�r{ ����Y�Ys�tv|°�Y}Y�Y�?}Y�Yz{|~z{sYtv|R���Wr?����t®�?�O�?}�r{ ~�{�(s�|~�����O��¬O���x�O�Y|~}Y|���|�u�s�r�O�<�����<Â��Y�?rOsY�Y|?�å�����O�4�Y}Y�O���O} � ���Os�r{��¬OsY�$}�r{ ��W|����Yz{¬4w=|�Â��W�.���?�O�?u.�Y}Y|��W�?��z�r{�{��Y�Y|~w=�?|&��w��?�Oª(|�|&�O}Y|¡wJ�$�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y��¾@ÈL��r{Â��W�?w��<�?sY�Y}Y|~z{sY�<w ��������r{|&�Y}Y��O�Y�W��r{s��Y�7������z{|~w=t]��� �?���±�W��� � �Y�����Ys�tØ�O�?�����<Â��Y�?rOsY���$�?�~�W|�z ����r{ ~tv�?rOz{¬?�À��?���O�O�W¾
�½�Oª,|~�Y}Y�YsY�YzTr{� �1s�r?��z{�T�Yª(|�|±�O}�|~wJ���?���W�O�OsWr�� �x�?}�wyr[����w=�?�{��¬?sY�O�~���?�O�{� �s�rT��|�sY��� w=�¡�W|���|�u �?�L�?t§�Wr��Y}�|������TÂ�|�s�r(q�¾�¿x|�s��@r��Y���<w�� �Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y|�z����{��O�?u�����r{���Y}�rO�O�����W�Y�Y|~z{tv}Y|,����w=�O�O��¬OsYtv|x�Y�? �� � �Y���Y}�rO ��W|���|�s�sYtv|®�O|~}Yz{�Y��r��W¬OsYt§�w=���Y|�}�z{�O�Y��r?w=�PO

� | � | � | �
¾W³x}Y��Ä�z{�<w����Y|�}Y�?�Ou��Y�? �� � �����<��rO �tv�?rO©«z��O����{�<�¡�WsY�O�~���Y�?z{�O��r��åw=|���r{sY�Y ¡w��?�?�����<Â&���?r{s�����ã��O���?z{�O}Y�?u�����z{}Y|~z{¬O|~u7�Y�O ~� � �Y�
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N
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M
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q��Y�&�O�?�O �sWrT�Y|�sY�Y�,�O���@rx�{�?�¡�W�Yª,|��~�½���Oz{�?��rR��w=|��<r{s��Y ~wyrR�O�<�����<Â��Y�<r{sY����������Y�O��¬O ~��©«zO�À�����W|�sYzO�Y�YsYtv|,����w=�O�O��t�O
M
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{ek}
�����

{si}
��w=|~©«z�Ä~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY��©
�&¾ }�¾

Er
ã�}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�Y|<D�}Y�Wr{sY��r(�Y�?}?������r

r
D
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ã��O¾ �W¾

{ek}
�����

{si}
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G|G|1|∞

¯Ò½0¶$¯°Å�¶�·+¾u¶�Ã$³0¹"³[ÚZ¯²¾u»,É�¶$Ð,®,Ã�¶�Öf´2¶�·$®
FIFO

Æ¸®r{���O�{�W|�|y�?r{Â�sY�Oux��r{}�rO�Yz{|�}�����z{���<�?u�w=�¡�W|��W�x�Y�{�Y�Y|~zO�À�®�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬
w = {w1, w2, . . .}

�O}Y|¡w
j�s��TÂ����@r{sY�����?�?�����<Â&���?r{s���� ¢Ç�Oz�w=�?w=|~sYz�r,�Y}����?�¡��r,���{��?z{�O|~zO��z{�?��©«ª,|~���°zO}Y|��?�O�?rOsY���x�½������z{|¡w=�½�W�«|~���°�Y�?��rT�@r{sY���®�R��|�}��O|�}�¨�¾T¸x|�z{}Y�~�Ws���?tv�O|~��z{��}Y|��Y��}Y}�|�sYz{s��O|x��}�r{�?sY|�sY��|«�W�Y��Ä~z{�����O|��W�Y�Y�Ys�¾´yrO�~��w=�OzO}Y��w
k
�íz{�?|xz{}Y|��?�O�<r{sY�Y|?�?���?��zO�<���Y�OÉ(|�|R�&������zO|~w=����w=�?w=|~sYz

Tk
¾$�½sY��TÂ�����rO|�z���z{|~�Y|�sY��|R��}Y�?w=|�Â&��z{��r(�O}Y|¡w=|�sY�

wk
��r, ¡r{z{|¡w_�?�?���W�?Â��Y�<r{|~zO�À���(z{|~�Y|��sY��|

sk
��z{�O��¬O���,�&w=�?w=|~sYz

(Tk +wk + sk)
�Y�?�Y����rO|�z�������z{|~w=�?¾YÈ1���O�?© �?�Y|�}�|��W¬W�

(k+1)
�í|vz{}�|��O�?�?rOsY�Y|v�Y�<��z{����rO|�zx�,w=�?w=|~sYz

Tk+1 = Tk +ek
���<|~�����

ek ≤ wk +sk
�z{�4�Os����O�~�W|~z$�TÂ����@r{z{¬$�O�?�����<Â��Y�?rOsY���_�4z{|��Y|~sY�Y|

wk+1 = wk + sk − ek
¾yÌ9������_Â(|

ek > wk + sk
�Jz{�4Ä�z{�4�O ~s�rT��rO|�zT�å�YzO�

(k + 1)
�í|Áz{}Y|��?�O�<r{sY�Y|��Y�?��z{���Y�������s�|� ~rOs��Yz{��© ¢Ç�<Â(|(�?���?�O�?�¡�W�Y�OÉ(��©½�À�W¨U������z{|~w=���å������|��W�?�?rOz{|���¬?sY���W|~w=���O�?�O�?ª,|sY|&�Y}����W|�z?�À�4�TÂ�����rOz{¬��@zT¾ |O¾�z{�?�À��r

wk+1 = 0
¾·Ì9�����±�O�?�O �sWrT�Y�Yz{¬Á�O|��W�Y�Y�YsY�?u

w0�?}Y|~wJ�
¯��Y}Y�?��}Y|~�?rW¯���|~}Y�O|~}�r��$sWrT��r���|�}�rO�O�OzOt ������z{|~w=t®�yzT¾ |O¾Æ�?}Y|~wJ���=�4z{|���|�sY�Y|���OzO�O}Y�?���.¢£s�rT�Y�Ys�r{�.�
T0 = 0

¨,��|�}��O|�}.sY|�w=�TÂ�|�z �?�?�����<Â&���?r{zO¬ �Y�?��z{����r{©½ª,�Y|z{}�|��O�?�?rOsY�����J�7�W�?�O�Y}Y|��W|��W�Yz{¬
s0 = 0

�=z{�±w=t �Y}Y���W|~w ������|��W��©½ª,|~w=�7}�|��Y��}��}Y|~sYz{sY�<w=�Á���O�OzOsY�OÉ(|�sY�Y©nO
wk+1 = (wk + sk − ek)+ , k ≥ 0,

¢é¼O¾Ï¼¡¨
�À�W|x�����Y�{�W¬O ��?�?rOsY�,�?�O�O ~s�rT�Y|~sY�Y|

(·)+ = max(0, ·)
¾³x�4�Ys��W��� � ���.�W�Y���W©«�O�?��� k ≥ 1

w=�TÂ�sY�4�Y�{�����Y��z{¬7����|��W��©«ª,|~|�}Y|�É(|�sY�Y|��}�rO�OsY|~sY���$¢ ¼O¾Ï¼¡¨�O
wk = max{0, (sk−1 − ek−1), (sk−1 − ek−1) + (sk−2 − ek−2), . . . ,

(sk−1 − ek−1) + (sk−2 − ek−2) + . . .+ (s1 − e1),

(sk−1 − ek−1) + (sk−2 − ek−2) + . . .+ (s1 − e1) + (s0 − e0) + w0}.
¢é¼?¾ ¹?¨
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R�¦<¨�¤�©QRM«"Oª©Q¢
´=r?���~w=�Oz{}Y�Ww���r��W|�|�|~ªÒj,�¡���Ys��Y}Y� � |~�~�

V = {V (t)}t≥0
��}�r{�?sYtvu �O}�|~w=|�s����W�z{|���|�sY�Y|R���Oz{�?}Y�O�~����|~}Y�O|~}��O�~�W|~z, ~rOs��YzT�?�?�?�����<Â&���?r��&z{�O��¬O���, ¡r��Y�?�Y���O���?��zO�<���Y�{�É,�Y|½�W�&w=�?w=|~sYz�r

t
¾Y¥�}Wr{|���z{�O}Y���ÁÄ~z{�O�~�(�Y}�� � |¡����r(sY|~�Y}Y|�}�tv�OsYt
���Y}�rO�?r,�Á��w=|~©«z�Y�?���O�Ys��{���Ys�|�uYsY��© �x�?}�w=�O�Å�Y}Y�Y��|~w

V (0) = w0
�Jr ��w=�?w=|~sYz{t

Tk
z{}�rO|��YzO�O}Y�Y��Y}Y|~z{|�}Y��|��?rO©«z�����rT�Y�O��s�r,�?|������Y�YsY�

sk
¾�È[�Y}Y�<w=|�Â���z{��|Rw=|�Â��W��z�r{�Y�Ww=�Áw=�?w=|~s��z�rOw=�±z�r{sY�~|�s��&��� �Wr�s�rO�����OsWrÁzO}�r{|~�Yz{�O}��Y�

V (t)
�4�<���4�O}Y|¡w=|�sY�7}Wr{�O|~s

(−1)
�å ~r�����Y��©«�Y|~sY�Y|¡w�z{|��7z{�?�Y|����Å���O�À��r��@�W�?��z{�Y�~sY��� sY�¡�Y�7�Y}Y�_s�|����Oz{�?}Y�?w  �sWrT�Y|�sY���
t¢Ç��w=�?w=|~sYz��Y�O��sY�O�~�Á�<���?�O�O�TÂ��W|~sY���$��|�}Y�?|�}�r<¨����x��sY� � ��� V (t)

�?��z�r{|�z?�À��}�r{�?sY�OusY�¡��©��?�����?z{¬R�W�,w=�<w=|�sYz�rx�Y}Y�Y�?�¡��rx�?�Y|�}Y|��WsY�?���®z{}Y|~�O�?�?r{s�����¾OÈ_Ä~z{�Ou�z{�O�Y��|vz{}Wr��|��YzO�O}Y�����OsY�?�O¬x����rT�Y���?w �O�O ~}�rO��z�r{|�z«s�rR�O|��W�Y�Y�YsY�,�O}Y|¡w=|�sY�&�O�<�����<Â��Y�<r{sY������}Y����Otv�?É,|��~�®z{}Y|~�O�O�<r{sY�Y��¾OÈU}Y|~wJ���TÂ�����rOsY���&������Ä�z{�?����z{}�|��O�?�?rOsY�����{�?�Y|��?���WsY�W�O�O�<��W|�z�}Wr{�Os���s��~�W©,����z{���Y�O��sY�?��z{¬O©­���O� �Wr?���O|~zO�À���½�@r{sYsYt°w��OtvÉ(|®�O�Y}�|��W|���|�sY��|~w�O
limt↑Tk

V (t) = wk
¾

��¬�ú"³Z½[¸²¾u¿
(G|G|1|∞) → (G|1|∞) → . . .→ (G|1|∞)

Æ´=r?���~w=�Oz{}Y�Ww.�Y}��?��zO|�uYÉ(�<©L��|�z{¬��x�?�Y|�}Y|��W¬O©Ø¢£������w=�¡�W|��W¬&w=s��O���<�®r{ ~sY�Ou��������z{|¡w=t��°�?�Y|�}Y|��W¬O©��,��r�Â��W�?u��®r{ �|T¨��?}�r{�?�Oz�rx���Oz{�?}Y�Ou��Y}�|�����zTrO�{�Y�Y|~z����?�O�Ou���}Y�{��?�TÂ��W|~sY�Y|Æ�Y}����?�¡���Yª(|��~�°z{}Y|~�O�O�<r{sY�Y�x��|�}Y|~ 9�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{¬v�� 
N
��|�}Y�?|�}Y�?�¢Ç���W�,�®r{ Æ�?�?�����<Â&���?r{s����W¨�¾¡¸x|��Y�<��}Y|�����z{�?|�sYs��v�Y|�}Y|��(��r�Â��Wt°w���|�}Y�?|�}Y�<wÁ�Ww=|�|�z?�À�s�r{���?�Y�Yz{|���¬&sY|��?��}�rOsY�Y�Y|~sYsY�Ou_j~w=���?��z{�7¢

∞
¨�¾q��Y�4�?tv�O�¡��r�r��W��|��?}�r{���Y|~���Y�������?�Oz{s��OÉ,|~sY�Yu��·�?�Y����tv�?r{©½ª,���4w=�¡�W|���¬�z�r{���?u������z{|~w=t®���Y�O���TÂ���w

sk = (sk(1), sk(2), . . . , sk(N)), k ≥ 1
ã
N
�µw=|�}YsYtvu��O|���z{�O}�O}Y|¡w
j�sx�O�<�����<Â��Y�<r{sY���

k
�ì���vz{}Y|~�O�?�?r{s����½s�rv��|�}Y�?|�}�r{�

1, 2, . . . , N
���?�Oz{�?|�zO��z{�O|~s��sY��¾�¦­�Y�<��z{¬

wk(j), 1 ≤ j ≤ N
ã&�Y�{�WsY�O|½�O}Y|¡wJ���Y}Y�T�<�TÂ(��|�sY���

k
�ì����zO}Y|��?�O�?rOsY����Y|�}�|� ��Y|�}Y�?tv|

j
�®rO (�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y��¾�´yrO�~��w=�OzO}Y��w1z�r{�YÂ(|��O|���z{�O}

w0

�·�<�?�O}?�W���s�r{zOt
���?z{�O}Y�?���&��w=|~©«z�����|��W��©½ª,�Yu �~w=t°���oO
w0(1)

ã��O}Y|¡wJ�_¯��Y}Y�?��}Y|~�?rW¯��Y|�}��O�O�~���|~}Y�O|~}�rY�
w0(2)

ã±wyrO������w=��w��Y ��?}Y|~w
j~s ¯���}Y�O�~}Y|��<rW¯���|�}Y�?�O�����_�?z{�O}Y�?��� ��|�}Y�?|��}Y�O�W�
. . .
�
w0(N)

ã�wyrO������w=��w��Y ,�?}Y|~w
j~s.¯��Y}��O��}�|��?r�¯��<��|��
N
}WrO���~wyr{z{}��Y�?rO|~w=t§���|~}Y�O|~}Y�O�W¾�½�O�O ~s�rT�Y��w­��r��W|�|

w = (w0,w1,w2, . . .)
�Æ�À�W|���}Y�[��r{Â��W�?w

k ≥ 0 wk =
(wk(1), wk(2), . . . , wk(N))

¾W¥��O�À�@r�w=�TÂ�sY�&s�rO�Y���~r{z{¬����W|��W��©«ª(�Y|®}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sYtv|���?�Oz{sY�?É,|~sY���PO
wk+1(1) = sk+1(1) + (wk(1) − ek)+;

wk+1(j) = sk+1(j) + (wk(j) − ek) ∨ wk+1(j − 1), 1 < j ≤ N ;
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wk
ã&�?}Y|~w=|~s�r,�TÂ����@r{sY�����?�{������<Â��Y�<r{sY���

k
�íz{t°wLz{}Y|��?�O�<r{sY�Y|¡w§¾
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Q(t)
����}Y|���sY|��~���?}Y|~w=|~sY���TÂ�����r��sY�Y�����O�Y|~}Y|��W�

Ewk
���Y�

k
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N < ∞
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0%�l� � 2���Ü�ÛM��Ó�ÖØ× Õ�×#2�Ý�ÜÁÝ�Ó�Ö Ý Ý:~ßá�Û�ÒSl�á�×�8�×#2�×§Ó�ÝÁÞ
È }�rOw=��r��$z{|��?}Y�Y�7�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{�7w=t®�Å��rO�±�Y}�r{�?�����W�·sY|�w=�TÂ(|¡w�}Wr{ ��W�Y�Y�Yz{¬�Ä���|��w=|~sYz�r{}YsYtv|����?�Otvz{���

ω
¾�D�z{����sY|����?z{�O}Y�?u���zO|��Y|~sY� s�r{�?�¡�W�YzÁ���O��j��OzO}�r�Â�|�sY�Y|,�z{�<w§�Å��z{�$w=tØ}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w­���?�Otvz{�����Å���Oz{�?}Ytv|��Y�{���Y©«zO�À�_�Y�¡�@w=sY�TÂ(|¡��z{�<rOw=�

σ
�µr����~|��?}Yt

A
���À�<�¡�WsY�O�~���?|�}Y�T�Yz{s��?��zOsY�O�~���Y}Y�<��z{}Wr{s���z{�?r

(Ω, A, P)
�årÁsY|�}�rO �������YsYtv|�z{�?�Y�Y�

ω ∈ Ω
¾�¸x���@r�Â(|(���O�?tvz{��� w=�O�~��z��O��r{ ¡r{z{¬<�À�ÁsY|~s�r{�O��©U��rO|~w=t°w=��¾ÈU�Oz��Y�O�Y|¡w=�±s�r���}�r{�YzO�Y��|Á�<��|��À�@r��Otv�?�Y}�r{©½z sY|~�<�?z{�O}�tv|��O��}Y|��W|���j�s�sYtv|��Y|~}Y|��w=|~sYsYtv|�� � |���¬?©Ø�Otv}�rO ��YzO¬�w=�¡�W|���¬��Á�������Wr{�·¾
D�z{�±�Y|�}Y|¡w=|�sYs�tv|�w=�O����z�z�r{��Â�| ¡r{�O�W��|�zO¬(�?z�¯���������r{�Å¯�¾

�q�/� ]��=ý�û,����-GId��- � ý�=yüJýu�����JüJÿ2- � þu'��
�
'�ü��q��Y��sWrT��r��Wr��Y}Y|����Y�{���TÂ���w§���YzO�(Ä~z{���Y|~}Y|~w=|~sYsYtv|«�W|�uW��z{�?�Yz{|��W¬OsYt®��zT¾ |?¾��Y}Y���sY�Wwyr{©«z, �s�rT�Y|~sY����s�r®�W|�u���z{�O��z{|���¬?sY�Ou��Y}<��w=�Ou
R1 = (−∞,∞)

¾��½�O�? �s�rT����w���|��}Y|~ 
B
�Æ�?�O}Y|���|��<���Y��©

σ
�ìr{����|~�O}Y��s�r

R1 ¢ÇzT¾ |?¾Ys�rO�O�O}Á�?��|����?��|��?�O ~w=�TÂ�sYt§�&�YsYzO|�}��
/



¼~º I�KML�NJL����_P�OS�2HM§JHk©Q¢£O���L?�¡§�¢BR! æ§
O�Hk©QRMR÷NkOª©�Hk¦�§�P¡HM �§eOS�
�?r{���O��¨�¾Ý�½�Y}Y|���|�����w ¯²¾u»�Ì�®Z¹$Ã�»�¼øÐ,¸²¾u¶$Ì	¶�Ã�» ¢£�O¾ �W¾ ¨

ξ
��r{�4�Y ¡w=|�}Y��w=��©Ø�x��sY� � ��©,��Y|�}�|��O�¡�W�Yª,��©

Ω → R1 �[z�r{�Y��©,�y��z{�$���Y�.�W©«�O�?���4�O�?}Y|���|~�?���<�?����w=s��TÂ(|~��z{�?r
B ∈ B

w=sY�TÂ�|~��z{�O�
ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B ∈ B}

�Y}Y�YsWrT����|�Â��Yz �
A
¢ÇzT¾ |?¾�Y ~w=|~}Y��w=��¨�¾��sY�TÂ(|¡��z{�<r

ξ−1(B), B ∈ B
�å�O�Y|~�O���Ws����·z�r{��Â�|&�O�O}Wr{ ���©½z

σ
�µr����~|��O}�� �

Ω
����Oz{�?}Y��©Lw=t
�?�O�? �s�rT�Y�Ww

σ(ξ)
¾L�x��sY���Y��z{�

σ(ξ) ⊂ A
���W����|����O�?rOz{|��W¬OsY�W����r{Â���r���{¾ ��¾��~|�sY|~}Y�Y}Y�?|�z����?�O©

σ
�ìr{����|~�O}Y���

A
¾Ì9�����±w=t#���O� �Wr?����wy�À���W�Yz{���{¾ ��¾

ξ
s�rO�{��©U�@r{|~wyr��WzO��w=t����{�YÂ�sYt����O�Y�<��z{�YzO¬���Yz{�_���Y��s�rO�{��©U�@r{z{|��Y���?��|�Ä�zO� w=sY�TÂ�|~��zO�?r

ξ−1(B), B ∈ B
��}�rO ������YsYt ��Y�OÄ~z{�?w=�xsY|~�O�T�<�¡�W��w=�����Yz{�O�?t7�?��|9Ä�zO�(w=sY�TÂ�|~��zO�?r°�?t§��� ¯°³0Ú[Î�´2¶�Ö	±�¶ �@sY�«��w=|~sYsY�Ä�z{�±�.�W|��Y�Wr{}Y��}Y�O|~zO�À���4�O�Y}�|��W|���|�sY�����O¾ �W¾6¾Æ¸x�4z{�O�À�@r$w=t w=�TÂ(|¡w­�O�Y}�|��W|����Yz{¬�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬

Pξ(B) = P(ξ ∈ B), B ∈ B
�®}�rO�~��w=�?z{}Y|�zO¬U�W}Y�����?|y�O|�}��T�Yz{sY�?��z{sY�?|�Y}Y�<��z{}�rOs���zO�O�

(R1, B, Pξ)
�x���Oz{�?}Y�?w�Ä���|¡w=|�sYz�r{}�sYt°w=�����O�?tvz{����w=�&�O�~�W��zx��rOw=� �s�rT��|�sY�����{¾ ��¾

ξ
¾D�z{�_�Y�? ��O�O�Y�Y|�z±�Y ~����r{z{¬

ξ
�?|� ��?�O}�rOª,|�s������1�W�À�?�¡�WsY�<w=�_�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{s��?w=��Y}Y�<��z{}�rOs���zO�O�

(Ω, A, P)
¾å³x}Y�±Ä~z{�?w�s�r{�?�O}��?|�}Y�T�YzOsY�?��z{|�u

Pξ(B), B ∈ B
s�r{� �tv�<r{©«z µ�®,¯Ä·,µ*¸°½[¸²¾*¸°Ã�¶$¸²±ø¯lÆÞÐ�Æ

ξ
¾¸x��|¡������}�r?���~w=�Oz{}Y|~z{¬&sY|®�O|¡��¬�s�r{�?�O}

B
��r�z{�O��¬O����w=sY�TÂ�|~��zO�?r

B
�?����r

B =

(−∞, x)
�Wz{��Ä�zO���Y}Y�Y�?|��W|~z����x��sY� � �Y� Fξ(x) = Pξ

(

(−∞, x)
)

= P(ξ 6 x)
�

���Oz{�?}�r���sWr{ �tv�<r{|~zO�À� Áª»�Ã�Ñ�Å$¶$¸°¹�µ�®,¯Ä·,µ*¸°½[¸²¾*¸°Ã�¶�Öf¯lÆÞÐ�Æ
ξ
¾

¤���sY� � ����}�rO���Y}Y|���|���|~sY���7¢£�&¾ }�¾ ¨U�?�{�Wr���r{|~z(����|��W��©½ª,��w=�����?�Ou���z{�?r?w=�PO
� n � |¡�����

x1 6 x2
��z{�

Fξ(x1) 6 Fξ(x2)
ä� npn �

limx→−∞ Fξ(x) = 0, limx→∞ Fξ(x) = 1
ä� npnrn �

limx↓x0Fξ(x) = Fξ(x0)
�W�Y� �?��|��

−∞ < x0 < ∞
¢ÇsY|~�Y}Y|�}�tv�OsY�<��z{¬���Y}Wr{�?r<¨�¾

q��Y�����WrO�~�����x����r � �Y���&¾ }�¾W��������r{uYs�t§�Á�O|����Y�Y��s� ~rOw=|~z{��w§���Yz{�W����r{���Y ~�O|¡��z��sY���?��©½�?r����&¾ }�¾�w=�TÂ(|~z,�OtvzO¬��Y}Y|�����z�r{�O��|�sWr���r{������wywyr�sY|R�O�O��|�|°��|~w7z{}�j������?wJ��Y�Os�|�sYzT�@r&��w=|�sYs��-O��W������}Y|�z{s��Ou��@r{�<���{�W©«z{sY��s�|��Y}Y|~}Ytv�Os��Ou�� ����sY���¡�Y�Y}Ys��Ou.¢²��w§¾� ¼�� ¨�¾
q��Y���W������}Y|�z{s�t§���O¾ �W¾

ξ
�Y�Y}Y��sY��wyr{©½ª,���� �sWrT�Y|�sY�Y�

{xk}, (k = 0, 1, 2, . . .)
��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z¡��w=�

{pk}
���?�Oz{�?|�zO��z{�O|~sYsY�W�Y�&¾ }�¾
Fξ(x) = P(ξ 6 x) =

∑

k:xk6x

pk
¢²¹�¾Ï¼¡¨

��w=|�|~z&�O������zO�<��|�sY��rOz{�Ou��x��sY� � ����¾¶°�?���{��©½z{sY��sY|~�Y}Y|~}Ytv�Os�r{���&¾ }�¾<�W���®�x|~}Y|�s � �Y}Y�?|~wyr����W�Y��s�|°j
Fξ(x) =

∫ x

−∞

fξ(u) du,
�À��|

fξ(x) =
dFξ(x)

dx
−

¢²¹�¾ ¹O¨
�x��sY� � ������sWr{ �tv�<r{|¡wyr�� ·+¾u³0´2Ã�³Z¯°´<¿�¼aµ	®,¯°·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶�Ö"Ð,¸ëµu³ÄÖu´2Ã�³Z¯Ä´%¸Ä¹ ¾



��� ���� 
K��?TªL?�MPM¢£O×NäOäKMR<TªRMPM¢�R R3�é©�L� 
¤�©ªOPU�OäK�OQPMR�¦ ¼?¼
È ���YsY�~�~���Y}YsY�?w Â�|���������rO|��x�<s�� � ��� Fξ(x)

�Y�{�Y������¬�s�|��Y}Y|~}Ytv�Os��Ou����Ww=|�|�z
dFξ(x)

dx = 0
�Y�?�Yz{�.�<��©U�W�?�å�YzO���O ~s�rT��rO|�zT�å�YzO�4w=sY�TÂ�|~��z{�O�W�å�À�W|

Fξ(x)
sY|��Ww=|�|�z�Y}��O�Y ~�O�¡�WsY�?u��9�Ww=|�|�z�ë®|��?|��~�O�O��w=|�}Y�1s��{��¬W¾§Èø}�r?w=��r��1s�r{É(|��~�.�Y��}��~r�w=t s�|�?����|~w_�Ww=|�z{¬��W|������R�Y�¡�W�?�OsYt°w=�����Ys����¡�Y�Y}YsYt°w=����������r���w=��¾

q��Y��|��W�Ys��O�O�?}�r{ ~sY�O�~� �O������rOsY���7�W�W���Y}Y|~z{sYt§����sY|~�Y}Y|~}Ytv�OsYt§�.�O¾ �W¾y�~�W�O�?sY������Y�{�W¬O ��?�?rOz{¬ ¶$Ã�´%¸°àrµ�®°¾�&
´2¶�¾u´2¿�¸l¯è® �����?z{�O}Ytvu��O��}Y|��W|��Y�Y|�z?�À������|��W��©½ª,��w��O�O�}�rO ��<w�O�������sY|~�<�?tv�?rO©«ª,|~u
F (x)

��sY|���}Y|�}Ytv�?sY�Ou��x��sY� � �Y� ϕ(x)
}WrO���~w=�Oz{}���w�W�?|��Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{�[z{�?�Y|��PO

{tk}
�
{ζk}

�9z�r{���Y|O���Yz{�
tk−1 < ζk 6 tk

��~�x�O}�w=�Y}��O|~w�����|��W��©«ª(�<©­����wyw=�
∑

k

ϕ(ζk) [F (tk) − F (tk−1)]

³x}Y���<�����?�O�Y�
max |tk − tk−1| → 0

Ä�z{������wyw=t���zO}Y|~wJ�YzO�À�Á���Y}Y|��W|����?��sY|« ¡r{�O�W�À���ª(|~w=���OzÁ�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{|~u
{tk}

�
{ζk}

¾eD�z{�?zÁ��}Y|��W|��4�4s�rO �tv�?rO©«z ¶$Ã�´%¸ÄÕàrµ�®°¾u³È±x&
´2¶�¾u´2¿�¸l¯è®%³[´ Áª»�Ã$Ñ�Å�¶$¶
ϕ
·�³

F
���?�O�? �s�rT��rO©«z

∫

ϕ(x) dF (x)
¢í¹�¾ �?¨

¦®�����{��¬? ��{���Ys�z{|��~}�r�� Í�z{����z{¬?|~�~rY��wyr{z{|¡wyr{z{�Y��|~�����?|½�TÂ�����rOsY�Y|�¢Ç��������}Y|��WsY|~| ~s�rT�Y|�s��Y|¡¨RsY|~���Oz{�?}Y�Ou7�{¾ ��¾
ξ
w=�TÂ&s����O�~�W|�z�z{|��Y|~}Y¬ �Y}�|�����zTrO�O�YzO¬�������|��W��©«ª(|~w�?���W|bO
Eξ =

∫ ∞

−∞

x dFξ(x)

¦R���±¢Ç�&�?�Oª,|¡w.��������r{|T¨�w=�<w=|�sYz
k
�í�~�(�Y�?}<���W��r(��rO�

Eξk =

∫ ∞

−∞

xk dFξ(x)
¢²¹�¾ �<¨

� '�����D�'�ü��
�~�Ý¬£ùu¬_ïJ¯²¾u¶
F (x)

Õ_ÁäÆ µ�Æ Ë�¶�±Ò¸Ä¼�ç%®°Öå·+¾u³0´2Ã�³Z¯°´<¿�Ë2´2³
dF (x) =

f(x) dx
¶�¶�Ã�´%¸°àrµ�®°¾�&
´<¶+¾u´<¿�¸°¯È®2®�ÐZ´<³á±�®Z´2¶�Ì�¸l¯ÄÑ�¶"·$¸Óµ�¸ÈØ$³Z½0¶�´ Ð�³[Ú0Î�Ì	Ã$Î�¹f¶$Ã�Õ´%¸°àrµ�®°¾�­k¶�±Ò®ZÃ$®�Æ

ú2==ü
'	#�ý
�Åü�>�`±üJý£)�'	�=ý$�Rü��
��=��GD��Yý
� '�����D�'�ü��
�Ò��¬ ��¬ Ç ¾u³[´<Ã$³[¯°´<¿ßÁäÆ µÝÆ�±�³lÉå¸Ä´å¶2Ã$¸k¯Ä»�ç%¸°¯°´2Ð,³[Ð�®Z´<¿�Ë$Ã$³Ô¶�Ã$´2¸làrµ	®°¾&
´2¶�¾u´2¿�¸°¯È®%¯Ä»�ç2¸l¯Ä´%ÐZ»�¸°´õÐ,¯l¸°àã½[®b�

�q���[� ú¡c�>d��-[û,��>MD
'	-��tÃw=�TÂ(|¡w��Y}Y|��W�Y�O���TÂ��Yz{¬��å�Yz{�
ξ
�Y}Y�YsY�Wwyr{|�z�sY|�zO�{��¬?�<�Á�W|~u���zO�O�Yz{|���¬Os�tv| ~s�rT�Y|�s�������r(��z{�&|°j® �sWrT�Y|�sY�Y����|�Â&r{z��&sY|����OzO�O}Y�<w_�Y}Y�<��z{}Wr{s���z{�O|x�O�O��|�|R�O�?ª,|~����?����rY¾J¥��?�À��r �<��|����?s���z{}��<� � �Y�_�?�����<z�|~��zO|~��zO�O|�s�sYt°w­�O�?�O�?ª,|�s��Y|~w
z{�O��¬O��� �YzO�}�r?���~w=�Oz{}Y|~sYsY�?�����¡�WsY�?w=|~}YsY�?���&��������r{��¾



¼¡¹ I�KML�NJL����_P�OS�2HM§JHk©Q¢£O���L?�¡§�¢BR! æ§
O�Hk©QRMR÷NkOª©�Hk¦�§�P¡HM �§eOS�
³x�?��zO¬

ξ
��s�rO�Y}Y��w=|~}����Y}Y�Ys���wyr{|~z����O�O�� �s�rT�Y|~sY������sY|~�<�?z{�O}��?w7�Y}��?��zO}�r{s���z{�O|

U
�U�O�?|��$j~sYsY�?u��½s�|~w

σ
�µr��W��|��?}Y�Ou

U
¾{¥å�O�À��r

ξ
�?�~�W|�zx��������rOuYsY�?u,�O|����Y�Y��sY�Ou��T|¡��������Y����©«�?�O�~��w=sY�TÂ�|~��z{�?r

B ∈ U

ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ A,

r&���O�?z{�O|~zO��zO�O��©«ª(�YuÁsWr{�O�?}��?|�}Y�T�Yz{s��?��zO|�u
Pξ(B) = P(ξ ∈ B), B ∈ U

�O�~�W|~z�sWr{ �tv�<r{z{¬<�À� µ	®�¯Ä·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶$¸²±~Ð,¸ëµu³ÄÖu´<Ã$³Z¯Ä´%¸Ä¹U¯lÆÞÐ�Æ
ξ
¾

Ì9������Â�|
ξ = (ξ1, . . . , ξn)

���O¾ �W¾=���$ ~s�rT�Y|~sY����w=���
n
�µw=|�}Ys��?w­ÌÆ�?���������O�O�<w�Y}Y�<��z{}�rOs���zO�O|

Rn �Yz{��w=t
w=�TÂ�|~w��O�Y}�|��W|����Yz{¬��&¾ }�¾

Fξ1,...,ξn
(x1, . . . , xn) = P(ξ1 6 x1, . . . , ξn 6 xn).

È�Ä~z{�?w[���W�<�Wr{|�w=�TÂ�sY�&�������{��¬? ��O�<r{z{¬&z�r{�YÂ(|����W|��W��©«ª(��©­z{|�}�w=��sY�{���?���Y©nO�}�r?����Y}Y|��W|���|~sY���
Pξ1,...,ξn

�$�&¾ }�¾
Fξ1,...,ξn

�§sWr{ �tv�<r{©½zO�À� ¯Ä³ZÐ°±�¸l¯Ä´2Ã�Îe±�¶ ¾��·s�r������O�{�w=|~��z{sYtv|�}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY���[¢£���O�?w=|¡��z{s��<©]�&¾ }�¾ ¨��åw=�TÂ�sY���O��}Y|��W|����Yz{¬��W©«�O�?|�wyr{}�����YsWr���¬?sY�O|R}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|�¢²wyr{}Y�~�Ys�r��W¬OsY��©­�&¾ }å¾ ¨§����|��W��©½ª,��w��O�?}�r{ ~�?w�O
���Y����©«�?�O�~����������r{uYs��O�����O|~�Yz{�?}�r

(ξi1 , . . . , ξik
)
�
1 6 i1 < . . . < ik 6 n, k > 1

P(ξi1 ∈ B1, . . . , ξik
∈ Bk) = P(ξ1 ∈ B∗

1 , . . . , ξn ∈ B∗
n),

�À�W|
B∗

i = U
�?|¡�����

i 6= {i1, . . . , ik}
�
Bij

= Bj , 1 6 j 6 k
�,�Y}��Oz{�Y�?sY�?w7��������r{|?ä

�����O�?z{�O|~zO��zO�O|�s�sY�

Fξi1 ,...,ξik
(x1, . . . , xk) = Fξ1,...,ξn

(x∗1, . . . , x
∗
n),

�À�W|
x∗i = ∞

��|~���W�
i * {i1, . . . , ik}

�
x∗ij

= xj , 1 6 j 6 k
�&�Y}Y�OzO�Y�OsY�<w.��������r{|?¾

ôJ½0Ãu®ZÑ�³0Ëk¸l¯²¾u¶�±�Î¥ÏZÃu®,¸²±�´2³È¾u¿�Ñ�³<±Ò®Èµ*àá¶$Ã$®°¾u¿�Ã�Îª¸kµ�®,¯Ä·,µ*¸l½0¸²¾*¸°Ã�¶+ÖæìÓ¶�¾u¶�±�®Èµ*Õàá¶�Ãu®°¾u¿�Ã$Îª¸QÁäÆ µÝÆ íß¯0ÆÞÐ�Æ
ξ
Ë$´2³ ð ´<³Zàá³ÔÃu¸J½l³Z¯°´2®Z´2³[Ì	Ã�³<ìÓÐ�³[Ú[ç2¸²±�¯²¾u»�Ì�®�¸ëí�½ã¾	Ö�´2³Zàá³lËÌ	´<³[Ú[ÎC·$³¡Ã�¶+±AÐZ³Z¯l¯Ä´%®ZÃ�³ZÐZ¶$´<¿�¯Ä³ZÐ°±Ò¸°¯Ä´2Ã�³Z¸�µ	®,¯°·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶$¸�ìÓ¶�¾u¶?¯Ä³ZÐ°±Ò¸°¯Ä´2Ã�»�¼ÁäÆ µ�Æ í�Æ��"¸Ä¹u¯Ä´%ÐZ¶�´%¸²¾u¿�Ã$³0Ë�¸l¯²¾u¶£±�Î
ËMÃ$®Z·,µu¶�±Ò¸ÓµuË�Ï,Ã$®,¸²±öÁäÆ µÝÆ

F1
¶
F2
½0Ð,»[Ø�¯lÆÞÐ�Æ

ξ1
¶
ξ2
¯Ä³[³[´%Ð,¸Ä´%¯Ä´%Ð,¸ÄÃ$Ã�³0Ë�´2³"³[Ã�¶aÃ$¸¡³[·,µ*¸°½[¸²¾	Öu¼�´ö·�³á¾uÃ�³Z¯Ä´2¿�¼�¶	Ø×¯Ä³ZÐ°±Ò¸°¯Ä´2ÕÃ�»�¼¥ÁäÆ µÝÆ
Fξ1,ξ2(x1, x2)

Ë�·�³Z¯°Ñ�³È¾u¿�Ñ�»�±M³0ÉÊÃ$³�·Zµ�¸°½ã¾u³0ÉÊ¶$´<¿�·�³�±�¸°Ã�¿�º2¸°¹�±Ò¸Óµ*¸J½[Ð,¸ì µ	®lÏl¾u¶�Ì	Ã$Îª¸[� íÒÁQ»�Ã�Ñ�Å�¶$¶fÐ%Ñ�®ZÌ�¸l¯Ä´%Ð,¸ß¶+Øf¯Ä³ZÐ°±Ò¸°¯Ä´2Ã�³[¹"ÁäÆ µÝÆkìÓ´%ÆÞ¸0Æe¶+±�¸°¼�ç<¶u¸
F1
¶

F2
Ñ�®ZÑ�¯°Ð,³0¶�±�®Èµ�àá¶�Ã$®l¾u¿�Ã�Îª¸²í[Ë
®�¶+±�¸°Ã�Ã�³`t

F
(1)
ξ1,ξ2

(x1, x2) = F1 F2;

F
(2)
ξ1,ξ2

(x1, x2) = min{F1, F2}.
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0%�	0 � l�Ô�Ò�Ô,Ù�Ö ÔklÁÝ�Ò�Û�ÓÁÝÁÞ Ò�2��&Ü�ÛM��Ó�Ö�~ Õ,×#2�Ý�ÜÁÝ�Ó
¦xz�r{�å�J��������r{uYs�tv|Á�?|����Y���YsYt ¢²�{¾ ��¾ ¨��Y}�|�����zTrO�{�Y�Y©½z$���O�O�?u_sY|~�<�?z{�O}��<©ø�Y ¡w=|�}Y���w=��©]�x��sY� � ��©,¾å¸®rO�Y}Y��w=|~}��·}Y|� ~�¡��¬�z�r{z��O}Y�<��rOsY�����¡�Ws��Ou4�Y��}�r{��¬Os��Ou4�<�<��z{�±w=�{�Â�|�z��?tvz{¬��?�Y���~r{s_��r{���{¾ ��¾Ï�Å�Y}��YsY��wyrO©«ª(r{�7�W�����Y}Y|~z{sYtv|� �s�rT�Y|~sY���_�?z.¼������Y¾¿x�O���Y�Y|¡��z{�?�� ~rO�Y}Y�?���O�W�?�Y�<��z{���Y���OÉ,�Y�& ¡r,�WrO�°�&���W��z{|¡w=���O}Y�?sY�Y}Y�?�?rOsY����r{�?��r{�?�����|~z{�O�W�{���������O���Y�Y|¡��z{�?�R ¡r��Y�?�O��s�rx�O�<�����<Â��Y�?rOsY�Y|?���Y�?��z{���Y�Y�OÉ(���(�®���<w=�Y¬O©½z{|�}��sY��©1���W��z{|¡w=�O��z�r{��Â�|U�Y�{�Y�Y©½zO�À�(�Y}���w=|�}�r?w=����������r{u�sYt§�,�O|����Y�Y��s�¾?Í9������r{u�sYt°w=��?|����Y���Ys�rOw=�.�Y�{�Y�Y©½zO�À��z�rO��Â(|�����sYz{|�}��?r��Wt]�O}Y|¡w=|�sY�[w=|�Â��W�.�Y}Y�Y�?tvz{����w=������?w=��¬O©«zO|�}YsY��©�������zO|~w=�(�W�O�<�&�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsYt§�, ¡r��Y�?�O�

{ei}
�������?}Y|~w=|~s�r®����?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�

{si}
¾T³x�<����|��WsY�Y|9�W�?|U�O¾ �W¾~�Y�O�Y�Y©«z?�À�(sY|~�Y}Y|�}�tv�OsYt°w=�����Rz{�x�O}�|~wJ���r{���Y|~}Y�Otv|®w=�O� �W�Á�Y}��YsY��wyrOz{¬�z{�{�W¬O���(�W������}Y|�z{s�tv|® �s�rT�Y|~sY����¾��¶$¯°Ñãµ*¸°´<Ã$Îª¸_¯0ÆÞÐ�Æ �?�Y����tv�<r{©½zO�À�7 �s�rT�Y|~sY����w=���=���OzO�O}Ytv|Á�OsY�.w=�?����z���}Y�YsY���wyrOz{¬��·�±���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©«ª(��w=�4�O|�}��T�Yz{sY�?��z¡��w=�����Y�±��r�Â��W�?������ �Ä�z{���$ �s�rT�Y|~sY�Yu�¾¥År{�Y��w �O�?}�r{ ~�?w§�@|~�����4�O�O ¡w=�TÂ�sYt°w=�$ ~s�rT�Y|~sY����w=�±�{¾ ��¾

X
�Y�{�Y�Y©½zO�À�$sY|~�Oz{}�� � r��z{|���¬Os�tv| � |���tv|®�Y�W���Wr���z{���O|����Y�Y�Ys�t

pk = P(X = k), k = 0, 1, 2, . . .�?�Y}Y|���|��Y�Y©½z(���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½ª,��©��?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬�z{�O�~�����Yz{�&�{¾ ��¾
X
�Y}��YsY��wyrO|�z� �s�r{��Y|~sY�Y|

k
¾�¸x|~�O�T�<�¡�W��w=t°w=���Y�O�Y�Y©«zO�À�����W|��W��©«ª(�Y|xz{}Y|~�O�O�<r{sY�Y�PO

P(X = k) > 0
∞
∑

k=0

P(X = k) = 1

q��Y��s�rOÉ,|~���°�Y|~}Y�O�?���°��}Y��w=|�}Wr(¢²�9�?}Y�?�~r{sY�Y|¡w��Y��}�r{��¬Os��Ou®���?��z{�W¨å�?��|��O�? ~w=�TÂ&�sYtv|x ~s�rT�Y|�s����Á}�rO�OsY�?�O|~}Y�T�Yz{sYt®��zT¾ |?¾

P(X = k) =
1

6
, k = 1, 2, . . . , 6.

q,}Y�����Ww=�$��r?��z{���<��z{}Y|~��r{©½ª,��w=�W�À���Y}Y��w=|~}�rOw=�$�W�W���Y}Y|~z{sYt§�$�O¾ �W¾@�Y�{�Y�Y©½zO�À�����|��W��©½ª,�Y|EO
� � ¬ þ�¬�þ¡�=û,�Jÿ2��'�ü��
��;��2���Åü�>+����� ¾~´yr?����w=�?z{}Y��w���������rOuYsYtvu�Ä~�����Y|�}���w=|�sYzT���w=|~©«ª(�Yu�zO�{��¬?�<�$�W�<r��?�O ¡w=�TÂ&s�t§�_���À�?�¡��r�¢Ç��r{���Y}Y���O}��?��rOsY�Y��w=�OsY|~z{t«¨��ÆzT¾ |O¾

k = 0, 1
¾<q��Y��z�r{���Ou��{¾ ��¾

X

P(X = 0) = 1 − p
�

P(X = 1) = p
�

0 < p < 1.
¢²¹Y¾ �?¨

�
�Ò�JüJýu�ß�Åü
'+��=Wü
'	��û�¬ þ�¬ ¾�¿x�O�À�@r«Ä~�����Y|�}���w=|�sYz®�9�W�?��wJ�����À�?�¡�@rOw=���Y�?�Oz{�?}<���©½z

n
}Wr{ y�®�Y}Y�®Ä~z{�?w��<��|y�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsYtv|J�Y�?�Ytvz{�Y�®�Y�O�Y�Y©«z?�À�RsY|~ ~rO�O������w=t°w=�¢£sY|� ¡r{�O�W����w=tv|®�����Ytvz�r{sY�Y�"iU|~}YsY�¡�Y���W¨��WzO�&���Y� �{¾ ��¾

X
���Y}�|�����zTrO�{�Y�Y©½ª,|~u����O�?�Ou���{�W�Y�Y|~��z{�O���Otv�Wr{�OÉ(����|����YsY� � �&Ä�z{�Y�Á�����Ytvz�r{sY�����·�Y�?��r{ �tv�<r{|~zO�À�

P(X = k) = Ck
n pk(1 − p)n−k,

�À��|
Ck

n −
¢²¹Y¾ �<¨

�?�YsY�?w=�Wr���¬?sYtvu����OÄ¡�®�x� � �Y|~sYzT��}�r{�?sYtvu���rO�Á�� ��O|¡��z{s�� n!
k!(n−k)!

¾



¼°� I�KML�NJL����_P�OS�2HM§JHk©Q¢£O���L?�¡§�¢BR! æ§
O�Hk©QRMR÷NkOª©�Hk¦�§�P¡HM �§eOS�
� � ��ýu�����	����D���û,#Ý'��±û�¬ þ�¬ ¾<³x�?��zO¬®z{|��Y|~}Y¬�Ä~�����Y|�}���w=|�sYz(�§�W�?��wJ���?�O ~w=�TÂ�sYt§�w=�����À�<�¡��rOw=���Y�O�?z{�O}<�Y|�z?�À�&s�|~�����O��¬O����}�rO O��r,�O¾ �W¾

X
�Y}Y|��@��z�r{�O�Y�Y|�z����O�?�Ou��Y�W������Y�O��tvz{�O���W�Y�OzO}Y|��?�O�?rO�OÉ(���<�À���W���Y|~}Y�O�?�����Otv�WrT�W|~sY����|��W��sY� � t]¢£�O����©½��r���� zO|���Y��ª,|~|R�W���Ytvz�r{s��Y|¡¨�¾�¥��?�À��r

P(X = k) = p (1 − p)k−1, k = 1, 2, . . .
¢í¹�¾76{¨

�
]<>u'YûOû?ý�ü=ý�þ@û,#Ý'���û�¬ þ�¬ ¾?q��Y�ÁÄ~z{�Ou��{¾ ��¾��?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬,s�r?��z{������|~sY���

k
���?�Ot§�z{�Yu� ~r���r{|~zO�À������|����<©½ª,|~u��x�?}�w=�¡���Ou

P(X = k) =
Λk

k!
e−Λ, Λ > 0, k = 0, 1, 2, . . .

¢²¹Y¾ 4<¨
�À�W|x�O|����Y�Y�YsWr

Λ
s�r{ ~tv�?r{|~zO�À����rO}�rOw=|~z{}Y�<w_}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY����³x�?r?�����Os�r�¾

³x�?����|��Ws��Y|(�W�O|��{¾ ��¾·����}�rO©«z��O�Y|~sY¬��?r{Â&s��<©Ã}Y�O��¬���¥U�?�]�7w=tf�O�~�W|¡w[�W�<��z�r��z{�O��sY�&��rO��z{�&�?��zO}Y|���rOz{¬?�À���xsY��w=���&s�r{É(|~w��Y��}���|?¾
�<¸°·Zµ�¸ÓµuÎªÐ,Ã�Îª¸¡¯0ÆÞÐ�Æ

X
�·�Y}Y�YsY�Wwyr{©«ª(�Y|O�Ås�r{��}Y��w=|�}å���?��|��O�O ¡w=�TÂ�sYtv|(s�|��OzO}Y���

� r{zO|���¬?sYtv|x �s�rT�Y|~sY��� 0 6 x < ∞
���Y�{��s��?��zO¬O©��O�Y�W��tv�?rO©«zO�À�����?�O|�u��&¾ }�¾

F (x) = P
(

X 6 x
)

,
¢²¹�¾ /?¨

���Oz{�?}�r��x ~r���r{|~zU���Y����r�Â��W�?���
x
�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬vz{�O�~������z{�½�O¾ �W¾

X
�Y}Y��w=|~z« ~s�rT�Y|�s��Y|O�sY|��Y}Y|��?�?�À�<�¡���Yª,|~|�Ä�z{�?z

x
¾��x��sY���J�Yz{�

F (0) = 0,
r

limx→∞ F (x) = 1.
q��Y���©«�?t§��sY|~�Oz{}Y� � r{z{|���¬Os�t§� x < y

��w=|�|¡w�O
F (x) 6 F (y)

P(x < X 6 y) = F (y) − F (x)
¢í¹�¾Ï¼~º?¨

�·rOw=|~z{��w§�J�Yz{� ���W�Oz{sY�<��z{¬�}WrO����}Y|��W|���|�s����7�O|�}��T�Yz{sY�?��z{�
f(x)

�å|¡�����7�?s�r����<�ª,|¡��z{�?�O|�zT�Yw=�TÂ�|�z&�Otvz{¬&�?�Y}Y|���|���|~s�r,���Y����©«�?�O���
0 6 x <∞

��r{�

f(x) = lim
∆x→0+

P(x < X 6 x+ ∆x)

∆x
=

dF (x)

dx

¢í¹�¾Ï¼O¼¡¨

f(0) = 0,

∫ ∞

0

f(u) du = 1 .
¢²¹Y¾6¼T¹O¨

È4rO�?���{��©½z{sY�°sY|~�Y}Y|~}Ytv�OsY�<w���������rO|
f(x)

Ä~�Y�O�Y�<r���|~sYz{s�r«�&¾ }�¾Ï�¡�Y�?���<�O��¬O���«z�r{�Â(|x�Y�? ��O�O�Y�Y|�z��Y�O��sY�?��z{¬O©��?�Y����rOz{¬&�Y�O�?|��W|~sY�Y|x}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�OuÁ�O¾ �W¾6¾¸x|����Oz{�?}Ytv|x�Y}Y��w=|~}Yt��{¾ ��¾Ï����w=|�©½ª,���ÁrO�?���{��©½z{sY�&sY|���}Y|�}Ytv�?sYtv|®�&¾ }å¾6���?�����<z�Y�¡�W}Y�?�OsY��}�r?����w=�?z{}Y|~sYt�sY|¡w=sY�O�~�&sY��Â(|?¾¶ö�Y�O��r��O�?|��W|¡w |~ª,|±sY|~�����{��¬?�<�[�x��sY� � ��u��§�W�?�Y�?����rO©«ª(����Ä��Y�?�Y�?r{��|�s�z{sY�O|�O�Y�W��r{s��Y|x�Y�O�?|��W|~sY�����O¾ �W¾6���Ww=|�©«ª(����rO�?���{��©½z{sY��sY|��Y}�|�}Ytv�?sY��©L�&¾ }�¾
�·rOw=|~z{��w1�Y}�|�Â��W|,�<��|~�����W�Yz{�Á|~���W������rT�Y|¡��z{�?|,��������rOuYsY�?u��O|��W�Y�Y�YsYt

X
w=t}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{|~w§��s�r{�Y}���w=|�}���������z{|���¬?sY�?��z{¬°�?|� ��?z{��r{ ~sY�OuR}�r{�?�Oz{t[¢Ç�?}Y|~wJ�xÂ��Y ~sY�W¨
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sY|~���Oz{�?}Y�O�~�«�Y}Y���O�O}Wr«���W�(�<��z{}Y�?u���zO�?rY�Tz{�x�~�W�?�OsY|~|��?�Y|�}Y��}Y�O�<r{z{¬x�9�W�O�Y�O��sY�YzO|���¬O�sY�?uÁ���&¾ }�¾

F (x)
�x��sY� � �Y|~u��Yr&��w=|~sYsY���®�x��sY� � �Y|~u

F(x) = P(X > x) = 1 − F (x) =

∫ ∞

x

f(u)du.
¢í¹�¾Ï¼l�?¨

³x�<�����{��¬?�Y�®�®Ä�zO�?w4�Y}Y��w=|~}Y|° ~s�rT�Y|�s��Y|
F (x)

 ~rT�@r{|�zx�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬RzO�O���W�{�Yz{�,�Y}Y����?�O}x�Oz{��rO ~r��R�W�°w=�<w=|�sYz�r
x
�~�vzO�«�O}�|~wJ�x��rO�

F(x)
�O�~�W|~zv�O�Y}�|��W|��Y�Yz{¬°�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬z{�?���W�<��z{�(Ä~z{�Oz��Y}Y���O�O}ÁsY|x�Oz{��r{Â(|�z��W�&w=�?w=|�s�zTr
x
��z{�(Ä~z{��sY�?�O��©��x�<s�� � �Y©
}Y|�� ~�OsYsY��s�rO ��?rOz{¬ Áª»�Ã$Ñ�Å$¶$¸Ä¹fÃ$®,½ZüáÉ�Ã�³Z¯Ä´2¶ ¢ ¯]���+\ Ð�Î6ÐE� \S���+Z-��ê Î�� ZÅ¯~¨�¾�½�Y|~�O����sY�����YzO�

F(0) = 1, F(∞) = 0
�

F(x)
�Y�{�Y�Y|~zO�À��sY|��?�O �}WrO��z�rO©«ª,|~u��x��sY�Y�

� ��|�u x ¾<³x}Y��Ä~z{�?w±�Y���Oz{s��?��zO¬,}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY����w=�TÂ�|�z®��|~�������?tvz{¬��O��}Y|��W|���|�sWr®��Y|~}Y|� ®�x��sY� � �Y©­s�rT��|�Â�sY�?��z{���Yr&��w=|~sYsY�
f(x) = − F

′

(x).D��Y�?�Y�?r{��|�sYzOsY�Ou����(�?��|¡w7Ä�zO��w7z{}Y|¡w_�<Â(|R}�r?����w=�?z{}Y|~sYsYt°w_�x��sY� � ����w±�Y�{�����|~zO�À�Á|~ª,|x�¡�Ws�r&�x��sY� � �Y� r(x) �����OzO�O}�r{�Ás�rO �tv�?rO|�zO�À� ¶$Ã�´%¸ÄÃu¯Ä¶$Ð,Ã�³Z¯Ä´2¿�¼�³[´<Ñ�®lÏ,®¢=���W� ¶$Ã�´%¸ÄÃu¯Ä¶$Ð,Ã�³Z¯Ä´2¿�¼Ê³0´2Ñ�®0Ï,®[Ë�Ï,®,Ð,¶$¯èÖuç%¸Ä¹f³0´ñÐZ³°Ïáµ	®,¯°´2® ¨�¾Y³x�¡��Ä��Y�?�Y�?r{��|�sYz{�sY�<��z{¬?©�w=t� ��W|~��¬��Y�Os���wyr{|¡w±z{�Oz,�®rO�YzT�?��z{�,��r�Â���r{���Otv�O}Wr{sYs�r{���� «}�r?����wyrOz{}Y����<r{|~w=t§����|�z{tv}Y|����x��sY� � �Yu��Yw=�TÂ(|~z(�?tvz{¬&�¡�WsY�? �s�rT�Ys��(�?tv}�r�Â�|�s�r(�Y|�}�|� R��©«�?��©�Y x�<��z�r{�?É,�����À��z{}Y|��@¾¤,��sY� � ��� r(x) �O��}Y|��W|��Y�Y|�z?�À�4��r{�4�Y}Y|��W|��_�?z{sY�?É,|�s����4�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{�$�?z{��r{ ¡rsY|~���Oz{�?}Y�O�~��Ä���|~w=|~sYz�r�s�r&�Ys�z{|�}Y�<r���|
(x, x + ∆x]

�������YsY|(Ä�z{�?�����Ys�z{|�}Y�<r��Wr
∆x�Y}��

∆x → 0
���Y��Ä���|~w=|~sYz�rY�¡�«���OzO�O}Y�<wÁ�� ��O|¡��z{s����¡�Yz{�«�?s®sY|U�Oz{��r{ ¡r��R�W�Rw=�?w=|�s�zTr

x
O

r(x) = lim
∆x→0+

P(x < X 6 x+ ∆x | X > x)

∆x
.

¢²¹�¾Ï¼°��¨
¥årO���YzO�,�O|����Y�Y��s�r

r(x)∆x
�O�Y}Y|��W|����Y|�z,�«z{�O�Ys��?��zO¬O©1���

o(∆x)
�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬�Y�?�Yz{��s�|~w=|��W��|�sYs��O���,�Oz{��r{ ¡r®Ä��W|~w=|�s�zTr��?��}Y�O}�rO�O�?zTrO�OÉ(|����R�<Â(|½�O}Y|¡wJ�
x
¢ÇzT¾ |O¾�s�r{��<�¡���Yª,|~���?�À��� ¯��O�O ~}�rO��z{|<¯

x
¨�¾¦x ���r{sYs��O���$�O�Y}�|��W|���|�sY�Y��sY|~z{}Y�~�WsY�±�Y�O�����Y�Yz{¬4�Otv}�r{Â(|~sY�Y|��x�<s�� � �Y� r(x)�Y|~}Y|� §�<Â(|§}�r?���~w=�Oz{}Y|~sYsYtv|§}�rOsY|�|v�x��sY� � ����¾¡q,|�u���z{�O��z{|���¬?sY������ x¢í¹�¾Ï¼°��¨å���R�?�Y}Y|���W|���|�s��Y©­�?�����O�?sY�OuÁ�O|�}��T�Yz{sY�?��z{���½�W���Y�O��¬O ~�O�?rOsY�Y|¡w�¢²¹Y¾6¼?¼¡¨��4¢í¹�¾Ï¼l�<¨����Y�O�����Y��w

r(x) = lim
∆x→0

P

(

{x < X 6 x+ ∆x}
⋂

{X > x}
)

∆x

1

P(X > x)

= lim
∆x→0

P

(

x < X 6 x+ ∆x
)

∆x

1

P(X > x)
=

F
′

(x)

1 − F (x)
= −

F
′

(x)

F(x)

¢²¹�¾Ï¼0�?¨
¦x x�Y�<����|��WsY|��~�(���WrO��zOsY�?��z{�Á�?tvz{|���rO|�zT�Y�Yz{�

r(x) =
f(x)

1 − F (x)
,
���Y�Y}��?w=|xz{�O�~���

r(x) = −
d

dx

(

ln F(x)
)

,
¢²¹�¾Ï¼l�<¨

F(x) = exp
(

−

∫ x

0

r(u)du
)

, f(x) = r(x) F(x).
¢²¹Y¾6¼Z6{¨
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È�|~}Y�T�Yz{sY�<��z{s�tvu.��w=t°���

r(x)
w=�TÂ�sY�$�Y�T����sY��z{¬�z�r{�YÂ(|O�J}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r��7}�r?����Y}Y|��W|���|~sY�Y|��O¾ �W¾

ξx
�Æ�?��zTrOz{�O��sY�O�~�(�?}Y|~w=|~sY��Â&�� �sY��sY|~�<�?z{�O}��O�����Y}Y���O�O}WrY¾q,|�u���z{�O��z{|���¬?sY����|¡�����
ξ
�Å�O¾ �W¾6����r{}�rO�Yz{|~}Y�Y ���©½ª(r����O}Y|¡wJ�(Â��Y ~sY��Ä�zO�O���x�Y}��Y�O�?}�rY�r

x
�vw=�?w=|~sYz��?}Y|~w=|~sY���������Oz{�?}Y�?w��Y ~�O|¡��z{sY�W���YzO�

ξ > x
�WzO���?��z�r{z{�?�YsY�O|®�?}Y|~wJ�Â��Y �sY���Y}Y���O�O}Wr�¢ÇsWrT�Y�Ys�r{���OzO���Y|�z(�Oz�Ä�z{�?���

x
¨U|~��z{¬

ξx = ξ − x
¾�¸x��z{�O�À�@r,�&¾ }�¾

ξx
w=�TÂ�sY�&�Otv}�rO ��YzO¬(�Y|~}Y|� ��&¾ }�¾

ξ
����|��W��©«ª(��w.�?�O}�rO ��<w�O

Fξx
(y) = P(ξx 6 y) = P

(

ξ − x 6 y | ξ > x
)

= P

(

ξ 6 x+ y | ξ > x
)

=
P

(

{ξ 6 x+ y}
⋂

{ξ > x}
)

P(ξ > x)

=
P(x < ξ 6 x+ y)

1 − Fξ(x)
=
Fξ(x + y) − Fξ(x)

Fξ(x)

¢í¹�¾Ï¼l4?¨
Í�}�r{�?sY�Y�<r����Y�O�����Y|�s�sY�O|x�Otv}Wr�Â(|~sY�Y|x��¢²¹Y¾6¼[�O¨����?���W��w§���Yz{�

r(x) =
d

dy
P(ξx 6 y)

∣

∣

∣

y=0
= F

′

ξx
(y)

∣

∣

∣

y=0
= fξx

(0) ,
¢²¹Y¾6¼0/?¨

z{��|¡��z{¬$�YsYz{|~s������OsY�<��z{¬$�Oz{��r{ ¡r
r(x)

}�rO�Os�r  �s�rT�Y|~sY�Y©]�$sY�¡��|��Y���Oz{s��?��zO�.}�r?����Y}Y|��W|���|~sY�����?��zTrOz{�O��sY�O�~�(�?}Y|~w=|~sY��Â��Y ~sY�
ξx
¾

0%��f �hÔ�� ×§Ó��½Ö Ò � Õ �]� �½×vÔ®á�×��
Û Ô Õ,ÖÃÜÁÝ�Ò�2�×§Ó�ÝÁÝ �
ÔYm
� ×§Ó��½Ô�Õ

È ¥§���(����r{���Y}�rO�O���W���Y}�r?���~wyr{z{}Y���?r{©½zO�À��sY|��?z{}Y� � rOz{|��W¬OsYtv|,��������r{u�sYtv|��O|�������Y�YsYt­���Y�OÄ~z{�?w=�Á���Y� �?�Y}Y|��W|���|~sY���
k
�ì����w=�<w=|�sYz�rÁ�{¾ ��¾

ξ
�?�Oª(r{���x�?}�w=�¡�Wr�¢í¹�¾ �<¨�Y}Y�Y�?�O}Y|~z�r{|�z��O���

Eξk =

∫ ∞

0

xk dFξ(x)
¢²¹Y¾ ¹Oº?¨

�°�Ws�rO�<�W�~�?�{��|~|9�Y}��?��zO�O|9�(�~�W�O�?sY�O|��Otv}�r{Â(|�s��Y|y�����(�Otv��������|~sY���,w=�<w=|�sYz{�?�°�@r{|�z����|��W��©«ª�r��ÁzO|��O}�|~wyr+O
gJ�<ý$�
����'��Ý¬£ùu¬ Ç »�¯Ä´2¿

ξ
Õ�Ã$¸°³[´Ôµ*¶�Å$®,´2¸²¾u¿�Ã$®°Öf¯lÆÞÐ�Æ
¯ÒÁäÆ µ�Æ

Fξ(x)
Æ�ý�³Zàã½[®ù �

Eξ < ∞
´2³Zàã½[®%¶"´<³á¾u¿�Ñ�³2´2³[àã½[®[Ë�Ñ�³[àã½[®

m1 =
∫ ∞

0 [1 − Fξ(x)] dx < ∞
Æ$Ôµu³È±Ò¸M´2³[àá³0Ë

m1 = Eξ
(� � �¡¾	Ö?¾u¼�Ú[³[àá³

s > 2
®ZÃ$®°¾u³Zàá¶$Ì	Ã�³

Eξs < ∞
´<³Zàã½[®�¶£´2³È¾u¿�Ñ�³�´<³Zàã½[®[ËÔÑ�³Zàã½[®

ms = s
∫ ∞

0 xs−1[1 − Fξ(x)] dx < ∞
ÆM$Ôµu³á±�¸M´2³Zàá³lË

ms = Eξs Æ
 �¡o¢G£o¤b£�¥P¦�§�¨-©K¥PªL¡�«
ù �¬���[� ¢£sY|��?�T�?�¡�W�Ww=�?��zO¬<¨ÅÌ9���W�

Eξ =
∫ ∞

0
x dFξ(x) <∞

�?z{�
m1 <∞

�
m1 = Eξ

¾¦x �����ª,|¡��z{�?�O�?rOsY����sY|¡���?�?��zO�O|�s�sY�O�~�(�Ys�z{|��~}�r��Wr
Eξ
����|��W�O|~zT�Y�Yz{�

lim
L→∞

∫ ∞

L

x dFξ(x) = 0.
¢²¹Y¾ ¹Y¼¡¨



��� Q��À«ÛHJ«"OäP¡§
¢  J� N��7¨�§
O�Hk©QOQ«ULõHCNJ¢­TªR¡ 
K�OQPMRMRé«ÛHJ«"OäP¡§kHJN ¼Z6
¸x��zT¾ ��¾����Y}Wr{�O|������Y�<r,�?�Y|��?���Ws�r{��� � |�sY��r

∫ ∞

L

x dFξ(x) > L

∫ ∞

L

dFξ(x) = L (1 − Fξ(L)),
¢í¹�¾ ¹O¹?¨

z{�&�Y �¢í¹�¾ ¹�¼T¨9�?tvz{|���rO|�zT���Yz{���
lim

L→∞
L (1 − Fξ(L)) = 0.

¢í¹�¾ ¹,�?¨
�·r?�x�Y�����Y}��O�?rO�$zO|��Y|~}Y¬.sY|~���Oz{�?}Y�O| ��}Y�O�Y ~�O�O��¬OsY�?|��Y�������

L > 0
�����.�x�O}�w=�¡��|�Ys�z{|��~}Y�Y}Y�?�?r{s����Á�Y�&��r?��z¡��w��Y�{�����Y�Ww�O

∫ L

0

[1 − Fξ(x)] dx = L (1 − Fξ(L)) +

∫ L

0

x dFξ(x).
¢í¹�¾ ¹Z��¨

³x�<�����{��¬?�Y��� �O�?�O��� ����r{��r{|¡w=t§� �Á��}�r{�?�Ou��WrO��zO�$�Y�<����|��WsY|~����}Wr{�O|~s���zO�?r�����ª,|����z{�O��©«z��Y}Y|��W|��Wt#�Y}��
L → ∞

�·z{� ����ª,|~��z{�O�?|�zÁ�4��}Y|��W|��4����|~�O�?u$��r?��z{�±Ä~z{�O�~�}�rO�O|~s���z{�<rY�{��}Y�Y�Y|¡w7}�r{�?sYtvu
m1
¾�¥�|¡w.��r?w=t°w1¢£�«�<��|�z{�<w�¢²¹Y¾ ¹��?¨ ¨��OsY|~�O�T�<�¡�W��w=�?��z{¬�W�?��r{ ~rOs�r����{��sY�<��z{¬?©,¾

���/�/� ¢î�W�<��z�r{z{�?�YsY�<��z{¬�¨9Ì������
m1 <∞

�Yz{�
Eξ <∞

�
Eξ = m1

¾¦x x}�r{�?|�s���z{�?r�¢²¹Y¾ ¹,�<¨U���W|��W�?|�zT�Y�Yz{�
∫ L

0

x dFξ(x) 6

∫ L

0

[1 − Fξ(x)] dx 6

∫ ∞

0

[1 − Fξ(x)] dx = m1 <∞.
¢í¹�¾ ¹��?¨

¥År{�Y��w��O�?}�r{ ~�?w§�?���Y����©½�O�O�~�
L > 0

∫ L

0

x dFξ(x) 6 m1 < ∞,
¢í¹�¾ ¹,�<¨

�YzO��� �O ~s�rT��rO|�z�����ª,|¡��z{�?�O�<r{sY�Y|
Eξ < ∞

¾@¸x��z{�O�À��r����Y}�rO�O|������Y�?� ¢²¹�¾ ¹�¼T¨U� �Y ¢í¹�¾ ¹O¹O¨,����|��W�O|~z�¢í¹�¾ ¹,�<¨�¾=¥�|���|�}Y¬W�Æ�Y|�}�|��?�¡�W�_�.�Y}Y|��W|��W�_�Y�
L → ∞

�4}�rO�O|�sW��z{�?|¢í¹�¾ ¹Z�<¨����Y�{�����Y�Ww
Eξ = m1

�Áz{|¡w[��rOw=t°w7�W�?��z�r{z{�?�YsY�?��z{¬&z{�TÂ(|½�W�?��r{ ~rOs�rY¾
� '�����D�'�ü��
�fïJ¯²¾u¶

ξ
Õ�½0¶$¯°Ñãµ*¸°´<Ãu®°Ö¥¯lÆÞÐ�Æ Ë�·Zµ*¶�Ã$¶�±�®,¼�ç2®°Ö�ÏZÃu®ZÌ�¸ÄÃ$¶�Ö

0, 1, 2, . . .´2³%·�³ ð ´2³0¹�´2¸°³èµ*¸²±�¸
Eξ <∞

´2³Zàã½[®�¶U´2³È¾u¿�Ñ�³�´<³Zàã½[®[ËQÑ�³Zàã½0®

m1 =

∞
∑

k=1

P(ξ > k) <∞,
¢²¹Y¾ ¹�6{¨

·,µu¶�Ì�¸²±
m1 = Eξ

Æ
� � q,�O��r{ ¡r{z{|���¬?��z{�O����z{�?|�}<Â��W|�s����$z{|~�O}Y|¡w=tL�W�Y�$�Y}��O�Y ~�O�{�W¬OsY�?���

s > 2
�Y}Y�?�O�{��W��zO�À�����O�?|�}YÉ(|�sYsY��rOs�r����?���Y��sY�&}�rO�~��w=�OzO}Y|�sYs��?w=�Á��������r{©]¢£zT¾ |?¾Wz{�TÂ�|��x�������{��¬O� ~�O�?rOsY�Y|¡w_�x�O}�w=�¡��t
�YsYzO|���}��Y}Y�O�<r{sY�Y�Á�Y�&��r?��z¡��wÆ¨�¾
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Õ�Û
´yrO���~wyr{z{}��Y�?rO|~w=tv|§sY��Â�|v���WrO�~���Y��|~�����Y|§sY|�}�rO�O|~s���z{�<r«���O ��?�{�Y�Y©½z®�����?w=�Oª(©�w=�{�w=|�sYzO�O����������r{uYs�t§���?|������Y�Ys­�Y�O������r{z{¬�� � |~sY�Y� ���O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,�����x��sY� � �Yu}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�����=r�z�rO��Â(|Á�?��z�rOs�r{�O���Y�?rOz{¬��Y�O��|� ~sYtv|Á���O�OzOsY�OÉ(|�sY���.w=|�Â��W�_w=�{�w=|�sYz�r?w=��}Wr{ ��W�Y�YsY�?���&�Y�O}<���W��r�¾¸®r{�Y�?�{��|~|J�� ��O|¡��z{s�t°w=�®�vz{|��?}Y�Y�®�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{|~ux�®|�|y�Y}Y�Y���TÂ(|~sY�����«�Y�O�Y�Y©«z?�À�ü����
'�þ*�?ü=û,��þ*'�¶"�+cWÿ!I£�<þ*' ¾Æ³x}Y|����Y�{���TÂ���w§���Yz{�

ξ > 0 −
s�|��OzO}Y� � rOz{|���¬?s�r���{¾ ��¾Ï��z�r{��r������YzO�

Eξ <∞
¾W¥��O�À�@r��W�Y�Á�W©«�O�?���

x > 0
���Y}�r{�?|����W�Y�O��sY|�}Wr{�O|~s���zO�O�

P(ξ > x) 6
Eξ

x

¢í¹�¾ ¹,4?¨
q,|�u���z{�O��z{|���¬?sY���<�W�Y�Á�W©«�O�?���

x > 0
��w=|~|~w

Eξ =

∫ ∞

0

u dFξ(u) >

∫ ∞

x

u dFξ(u) > x P(ξ > x)

Í��O�O|~}YÉ,|~sYsY��r{sWr����?���Y�Ys������O��r{ ~tv�?r{|~zO�À���@�Yz{�������4sY|~�Oz{}�� � r{zO|���¬?sY�Ou7�{¾ ��¾ ξ����©½�O�?u�sY|����?tv�?r{©½ª,|~u1�Y�{���TÂ��YzO|���¬?sY�Ou��x��sY� � �Y� G(x), x > 0
��z�r{���?u�����z{�

EG(ξ) <∞

P(ξ > x) 6
EG(ξ)

G(x)

¢í¹�¾ ¹,/?¨
Ì9���W��z{|~�Y|�}Y¬��Y�{�W�TÂ&��z{¬

G(ξ) =
∣

∣ ξ − Eξ
∣

∣

2 �Uz{�7�W�Y����©½�O�O�~�
x > 0

�Oz?��©U��r�Y�{�W�<����w
P

(

∣

∣ ξ −Eξ
∣

∣ > x
)

6
Dξ

x2
,

¢í¹�¾ �Oº?¨
�À�W|®�Y|~}Y|� 

Dξ
�?�O�O ~s�rT�Y|~sÁ�?z{�O}Y�?u � |�sYzO}�r���¬?sYtvu�w=�?w=|~sYz��{¾ ��¾ ξ ¢£sY|®�O�T�Y ¡r{z{|���¬OsY�sY|��?z{}Y� � r{z{|���¬OsY�?uP· ¨���z{��|¡��z{¬ Dξ = E

∣

∣ ξ −Eξ
∣

∣

2 ���<�?z{�O}�tvu�����r{���Y ��?|~��zOsY����s�rO �t§��?rO|�zO�À� ½0¶u¯Ä·$¸ëµ*¯°¶$¸Ä¹d¯lÆÞÐ�Æ
ξ
�4����rOsYsY�<w����W�<�Wr{|��Y}Y|����Y�{�WrO��r{|~zO�À� �O�~}�r{sY���Y|�sYs�t°w¢

Dξ <∞
¨�¾È§��|xz{}Y��sY|~}�r{�?|�s���z{�?r�¢²¹Y¾ ¹�4?¨µ� ¢í¹�¾ �Oº?¨ÆsY�?�À�Yz&��wJ�"1x|��?tvÉ,|~�?rY¾

³x�{��|~ �sYtv|U���O�?z{sY�?É,|�s�����w=|�Â��W��w=�?w=|~sYz�rOw=�,�O¾ �W¾¡w=�?����z«�?tvz{¬«���{�����Y|~sYt7z�r{���Â(|��x�Y�<w=�Oª(¬O© ü����
'�þ*�?ü=û,��þ*'¹¸"�<üJû��?ü
' �cºM»½¼�¾[»½¼�� ¾�³x�<��z{¬&z{|~�Y|�}�¬
G(�) −

�Y}��{���z{��sY|~�<�?z{�O}Wr����Otv���<�Y�Wr����?sY�Y x�x�<s�� � ���$¢W� � Z Ð X�¿�¨�¾�¥��?�À��r����Y���W©«�O�?u&�W|~u���z{�?���z{|��W¬OsY�?u��O¾ �W¾
ξ

EG(ξ) > G(Eξ),
¢í¹�¾ �Y¼T¨

�À�W|x�O�?|R�WrO��zO�ÁsY|~}�r{�?|�s���z{�?r��Y}�|��W�Y�O�Wr{��rO©«zO�À�Á�<�?sY|���sYt°w=��¾D�z{��sY|�}Wr{�O|~s���zO�O��sY�?���Yz���wJ�d3x|~s���|~s�r��$�?tvz{|���rO|�z��Y &�O�Y|~�O����sY�O�~�������$��©½�O�?u�Otv�Y�����W�Ou��OsY�Y ®�x��sY� � �Y�����O�?z{sY�?É,|�s����
G(ξ) > G(y) + G

′

(y) (ξ − y)
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q,�<��z�r{z{�?�YsY�½�Otv�Y�������Yz{¬®wyrOz{|~wyrOz{�Y�Y|¡�����O|U�TÂ�����r{s��Y|§�OzR�O�O|~���®��rO��z{|�u�Ä�zO�O���x�?t§�}�r{Â(|~sY�����{�Y}�|��W�<r{}Y�YzO|���¬?sY�x�Y�{���TÂ��Y�

y = Eξ
¾?³x}Y�&Ä�z{�<w$�®��rT�Y|¡��z{�?|

G
′

(y)
w=�TÂ&�sY���O ��Yz{¬(��©«�?�O|R �s�rT�Y|~sY�Y|½�Y}Y�O�� ��O�¡��sY�Ou���z{�?�Y��|R��rO�Á���W|��?r��?z�rO�Á�����Y}�rO�?r(�Oz

y
�|¡����������rOw=�?uÁÄ~z{�Ou�z{�?�Y��|®�Y}Y�?�Y ��?�¡�Ws�r���s�|�����ª,|¡��z{�?�O|�zT¾Ì9����� Â�|(�x��sY� � �Y� G(·) −

�O�?��sY��z�r����O�?|�}<�7¢�� � Z-�]^ Ð X¡¨v�x��sY� � ���.¢Ç��}Y��Ä~z{�?w§��?�Y|��?���WsY�W�?�x��sY� � �Y� [−G(·)]
���O�~�W|~z,�<Â(|R�Otv���<�Y���Ou��?sY�Y T¨���z{�,zO�O�À��r®���Y����©½�O�?u�W|~u���zO�O�Yz{|���¬Os��Ou��{¾ ��¾

ξ
�O�~�W|�z����Y}�r{�?|����W�Y�O���O�?}�r{z{s��O|RsY|�}�rO�O|~s���z{�?�

EG(ξ) 6 G(Eξ),

zT¾ |O¾YsY|~}�r{�?|�s���z{�O�%3x|�sW��|�sWr��R�?�O}�rOz{sYt°w_ ~s�r{���<w§¾
´yrO�~��w=�OzO}Y��wL��r���|~|

0 < s < t < ∞
�[�Y}Y|����Y�{���TÂ���w§�y��z{�7w=�?w=|�s�z±�O¾ �W¾

E|ξ|t < ∞
¾U¥��O�À�@r_�

E|ξ|s < ∞
�9��w=|�Â(����Ä~z{��w=� w=�<w=|�sYz�r?w=�����Y}�rO�O|������Y�?�����|��W��©½ª,|�|®���O�OzOsY�OÉ(|�sY�Y|

(

E|ξ|t
)s

>
(

E|ξ|s
)t

,
¢²¹�¾ �?¹?¨

�Y ~�O|¡��z{sY�?|x��rO� ü
����'Yþu�<ü=û,��þ@ýÄÃ"����>·ü=ý�þ*' ¾q��Y���W�O��rO ~r{zO|���¬<��z{�<r�Ä�zO�O�����®rO�Yz�r(�?�?���Y�{��¬? ��?|~wy�À���O��|��O���WsYt°w_}Wr{�O|~s���zO�O�?w
| ξ |t =

(

| ξ |s
)t/s ¢²¹�¾ ���<¨

³x�<�����{��¬?�Y�������?�����O�?�Y©
t > s

�=z{�4�x��sY� � ��� G(u) = ut/s �?��rO �tv�<r{|�z?�À�4�?t§��Y�����W�Ou��?sY�Y �� �W�Y��sY|~|&���Y}�rO�O|��W���Y�O�ÁsY|�}Wr{�O|~s���zO�O�_3x|~s���|~s�r�¢í¹�¾ �Y¼T¨�¾·¸x�ÁzO�O�À��r���?tv�Y����������wyr{zO�TÂ&����r{sY��|R�?z&�O�O|~������r?��z{|~u±¢í¹�¾ ���<¨9���Y}Y�Ww=|�s����_¢²¹Y¾ ��¼¡¨����Y�{�����Y�Ww
E

∣

∣ ξ
∣

∣

t
= E

(

∣

∣ ξ
∣

∣

s
)t/s

>
(

E
∣

∣ ξ
∣

∣

s
)t/s

.

¦®���<�<w=�O|y��z{�?|�}<Â��W|�sY��|½¢²¹Y¾ �<¹O¨@���{������rO|�zO�À�®�Y}Y�,�O�O ~�O|��W|�sY���®�«��z{|~�Y|�s�¬
s
�Y}�rOuYsY������W|�sY�?�(���?�O|��Y����rO��z~���Á�Y�?����|��Ws�|����&sY|~}�r{�?|�s���z{�?r�¾

0%�	Å ® ×§à&Ô��½Ô®á�ÖØ×�Ôkl�×§á�Û�Æ�ÝÁÝ ÒUÔ Ò�2��&Ü�ÛM�ÁÓ�Ö�� Ý Õ�×#2�Ý9m
Ü�ÝÁÓ�Û�� Ý

³x�<��z{¬
ξ1
�
ξ2 −

�W�?|�sY|� ¡r{�?������w=tv|��{¾ ��¾J���&¾ }�¾
F1(�)

�
F2(�)

���?�Oz{�?|�zO��z{�O|~sYsY�W¾´yrO�~��w=�?z{}Y��w1s�|����Oz{�?}Ytv|,�WrO��zO�Á�<��z{}Y|~��r{©½ª,�Y|¡�À� �O�Y|~}�r � �Y�$�(Ä�z{�Ww=�4��������r{uYs�t§�w=���O|����Y�Y�YsWrOw=���ÁsWr{�Y�<w=sY��w§�Y��r{���Y}Y��Ä�zO�?w��Y}Y|��?�O}�rO ���©«z?�À�����Á�x��sY� � �Y��}�rO����Y}�|��W|���|�sY�Y��¾
� >Ý����'"=yþK>�;[û�¬6þ
¬ ¾$�½�Y}Y|��W|����Ww�s��O�O��©­�{¾ ��¾ ξ = ξ1 + ξ2

���O�?�O �sWrT�Y��w7|~|��&¾ }�¾�Y|~}Y|� 
F (·)

¾Y¥��?�À��rY����r{���Y ��?|~��zOsY���?���Y�
F
���Y}Wr{�O|������Y�?�,���W|��W��©«ª(|�|R�Y}Y|�����z�r{�O��|��sY��|bO

F (x) =

∫ ∞

−∞

F1(x− y) dF2(y).
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Ì9�����

ξ1
�
ξ2 −

sY|~�Oz{}Y� � r{z{|���¬Os�tv|(�{¾ ��¾Ï��zO��Ä�z{�?z��YsYzO|���}Wr����Y}�|��O�?}�r{ ~�O|~zO�À�������|��W��©«ª(|~w=�����O���W�

F (x) =

∫ x

0

F1(x− y) dF2(y) x > 0,
¢²¹Y¾ ���<¨

�Y}Y�Y��|~w_����|��W�?|�z����{���TÂ��Yz{¬
F (x) = 0

�Y}��
x 6 0

¾<¦xsYzO|���}Wr��Á���Y}�r{�<r®s�rO �tv�?rO|�zO�À�¯°Ð,¸ëµu´2Ñ�³[¹�&
´2¶�¾u´2¿�¸°¯È®%Áª»�Ã�Ñ�Å$¶�¹
F1
¶
F2
���?�O�? �s�rT��rO|�zO�À�

F = F1 ∗ F2
¾

@ó'	#�û����Y>Ý�û==þ�>�;�û�¬ þ�¬ ¾Ý�½�Y}Y|���|�����w[zO|��Y|~}Y¬��O¾ �W¾
ξ = max

(

ξ1, ξ2
) ¾@¥��?�À��r��&¾ }�¾z�r{���Ou��{¾ ��¾

ξ
�Y�{�W�<����w§���������{��¬? ��{��sY|� ¡r{�?������w=�<��z{¬����À�<�¡�WsYt§���{¾ ��¾

ξ1
�
ξ2
O

F (x) = P

(

{ξ1 6 x}
⋂

{ξ2 6 x}
)

= F1(x) F2(x).
¢²¹Y¾ ���O¨

@é�Jü
�
�Y>Ý��=yþK>�; û�¬ þ�¬ ¾�Ì9�����
ξ = min

(

ξ1, ξ2
) ¾�¥å�O�À��r����Y�

F (x)
�Y�{�W�<����w����W|���W��©«ª(|�|x�Otv}�r{Â(|~sY�Y|bO

F (x) = P

(

{ξ1 6 x}
⋃

{ξ2 6 x}
)

= F1(x) + F2(x) − F1(x) F2(x)

= 1 − F1(x) F2(x).
¢²¹Y¾ ���?¨

³x�?����|��Ws�|�|�}�rO�O|~s���z{�?����|~�������Y}��O�O|~}<�Y|�zO�À� �����?w=�Oª(¬O©#sY|~�����TÂ�sYt§����}Y|��?�O}�rO ��{��?rOsY�Yu�¾

0%��Ç h á�Ý��
×§á�Ö Ó�×�l�á�×§á�ÖØÕ®Ó�Ö�~ßá�Û�ÒSlÁá�×�8�×#2�×§Ó�Ý_� Õ�×Sm
á�Ô°Þ%�½Ó�Ô,ÒQ�R×J�

�
T�#�û��JýWü
�?ü�^���'+��=�üJýu�C�
'Yû��
�
��=������?ü��
� ¾§Í�}Y|��W�1rO�?���O��©«zOsY�7sY|���}Y|�}Ytv�?sYt§��x��sY� � �Yu(}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Yu����W���Y�O��¬O ~�O|~w=t§�®�x¥§���(��Ä�z{�R}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�Y|U�Y�R�Y}�rO�O� ~rOsY��wyr{|~z«�<���O�?�O|9w=|¡��z{�R������r{��w=t_���O������w�sY��Â�|O�{w=sY�?���Y|U���Wr?�����Y�Y|~���Y�Y|U}Y|� ~�¡��¬{�z�r{z{t�Ä�zO�Ou�s�rT���Y�����O�Y ~r{s�t
�����{¾Y�W¾6�W}�rO���Y}Y|���|���|~sYsYt°w=���Y��Ä~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY�?w=� ~rO�<�?sY�O��zT¾ |O¾��Ww=|�©«ª(��w=���&¾ }å¾�����|��W��©«ª(|����&�?����r+O

F (x) = 1 − exp(−λx), λ > 0, x > 0.
¢²¹Y¾ �+6{¨

³x}Y|����Y�{�WrO��r{|~zO�À�����Yz{�
F (x) = 0

��}Y�
x < 0

¾³R���OzOsY�?��z{¬&�O|�}��T�Yz{sY�?��z{��zTrO���O����}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�������?�Y|��?���WsY�

f(x) = λ exp(−λx), x > 0
(

f(x) = 0, x < 0
)

.
¢í¹�¾ ��4?¨

Ì9���W���{¾ ��¾
ξ
��w=|~|�zvÄ~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY��©_�&¾ }�¾Ï��zO�U���Y�®sY|�|Æ��|��~�<�°w=�TÂ�sY�v�?tv�Y�������Yz{¬�Y|�}��Otv|½�W�?r&w=�<w=|�sYz�r��Á�W������|�}����Y©

Eξ = 1/λ, Eξ2 = 2/λ2, Dξ = 1/λ2.
¢í¹�¾ ��/?¨
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O�� ¹�¼
q��Y���x��sY� � �Y���YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{�Á�Oz{��rO ��O��¢²��w§¾î¢²¹Y¾6¼[�O¨ ¨ÆÄ�z{�?���(}�rO���Y}Y|���|���|~sY�����Y�O���<��Y�Ww

r(x) =
f(x)

1 − F (x)
= λ.

¢í¹�¾ �?º<¨
¶.���Y�&�&¾ }å¾��?��z�rOz{�O�Ys��O���½�O}Y|¡w=|�sY�(Â��Y �s��

ξx
w=�TÂ�sY�x�Y ®¢²¹Y¾6¼04?¨ås�r{u�z{������|����<©½ª,|~|�?tv}�r�Â�|�sY�Y|

P(ξx 6 y) =
F (x + y) − F (x)

1 − F (x)
=

exp(−λx) − exp(−λ(x + y))

exp(−λx)

= 1 − exp(−λy) = F (y).
¢²¹�¾ ��¼T¨

]�ý���>MD
�<üÅü=ýu��ü
'��ß�÷��'Yþu�<ü=û,��þ@ý
ýucWÿ!DJü=ýC�Jü
�������
�
���	�
��>MNÀ�Ê#Ý'	#ËÊOûOþ�ý$-GJû���þ�ý&ý$�Yû`>��Yû,��þu�����
'��ß���	�'ÊY>�B�#�û,�=ý�ü
�<ü
^���'	��=�üJý$�Oý%�
'Yû,���
�,=ª���
�<ü��
� � qrw+Ì/Ís�ÎoÏ » Ïæs$v[z � ¬�TÒ�Yý�ý$)Oü
'bD
'������+D��YýrB�#�û,�=ý�ü
�<ü
^��
'+��=�ü=ý$�<��'�û,������=ª�����<ü
�
�(ü���
��������Ê��Jý�ûZ����=���-=û,��þu�
��Ê � ��¬ �u¬
cK>�=�>�>£�+�_�JýWþu��=ª�<ü
�
��ü���)�'Yþ$�=û,���$ý$�"�
�=ý-JI?�yý��Oý � ¬¸®r{��}Y��w=|�}å�Å|¡�����_�?}Y|~wJ�7�TÂ�����rOsY���7s�r?��z{������|~sY���_sY|~���Oz{�?}Y�O�~� ���O�?tvz{���7�Y�O��Y�Y|~zO�À�_�{¾ ��¾å��Ä������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY�?u±�&¾ }�¾Ï�åz{���Y� �Y}Y�?É,|¡��z{�?�Y�±��©«�?�O�~����sYz{|�}��?r���r�?}Y|~w=|~sY�_¢Ç�Y}����?���W�O�O�����Y�Yz{�� ~r�Ä~z{���O}�|~wJ���YsYz{|~}Y|~����©«ª,|~|�s�r?�����?�Otvz{�Y|®|~ª,|�s�|�Y}��O�Y ~�OÉ��W�<¨��<s�rT�Y��s�r��Á�½Ä�zO�O���&w=�?w=|~sYz�r,s��O�OtvuÁ�OzO���Y|�z��O}�|~w=|�s�����s�rOw7��}Y���W|~zO�À��Y�O�í��}Y|�Â�sY|¡w=�(�TÂ�����rOz{¬®s�r?��z{������|~sY�Y|R���O�?tvz{����sY|~�<�?z{�O}��O|°���W�<�Wr{uYsY�?|°�O}�|~wJ���Os�| ¡r{�O�W�À�Yª,|�|(�OzÁ�O|��W�Y�Y�YsYt#�<Â(|��Y}Y�OÉ(|��WÉ(|��~�Á�?z{}Y|� ~��r��?}Y|~w=|~sY���·zT¾ |?¾·�?��zTrO�OÉ(|�|~�À��?}Y|~wJ���TÂ�����rOsY�����O�~�W|~z���w=|�zO¬,�?��|°z{��Â(|½Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY��©��&¾ }�¾Ï¾	D�z{�?z,�®r{��z¡����Os�|��YsY�W�YsY|��?�Y|�s�¬��O�?�¡�W}<�Y|�z&s�r�}Ytv�<r�����|?�Y|~������w=�?w=|~sYz{t­�Y�?����|~�O�Y��}�r?���Y}�|��W|����|~sYtLÄ~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY���������4���O�À��rÁ�TÂ�����r{|~É,¬Á�Y}Y���<�¡��r��?�Y|�}Y|��WsY�?���ÁrO�Oz{�?�O�<��r�Y}���Ä~�����Y�?z{sY|�s � ��r��W¬OsY�<w�}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y�&�YsYzO|�}Y�<r����?�R�Y�®�W�O�YÂ(|�s������{sY�x�®¥§����?s®�O��r{ ~tv�?r{|~zO�À�x�O�Y|~sY¬§��r{Â(|9���{��|~ �sYt°w��Y}��,�Y ~�<��|�sY�Y�,}�r{ ����Y�YsYt§��w=�¡�W|���|�u,�O�Y|��}Y|��W|�uå¾
� Ð 'Yû,������=ª���
�<ü�����TÒ�e��'�ü��0' ¾{³x�<��z{¬ ξ1, ξ2, . . . , ξn ãRsY|~ ~rO�O������w=tv|O�¡sY|��?z{}Y���� rOz{|��W¬OsYtv|��O¾ �W¾6���Ww=|�©«ª(�Y|�Ä~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY�O|�}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|�¢í¹�¾ ��6O¨�¾�¦®�����{��¬O� ~�{�Á��sYz{|��~}�r������?|�}YzO�Y�7¢²¹�¾ �,��¨��Yw=�TÂ�sY�&s�rOuYz{���&¾ }å¾�����wyw=t��W�O�<��z�r{�Y�Y���{¾ ��¾

P(ξ1 + ξ2 6 x) =

∫ x

0

(

1 − e−λ(x−y)
)

λ e−λydy

= 1 − e−λx − λx e−λx.
¢²¹�¾ �<¹?¨

³x���Ys��W��� � �Y� w=�TÂ�sY�&�Y�O��r{ ¡r{z{¬W���Yz{�(���Y����©«�?�O�~� n > 1

P(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn 6 x) = 1 −
n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
e−λx ¢²¹�¾ ���<¨

¸x|~z{}Y�~�WsY���?tv�Y�������Yz{¬����W�Oz{sY�<��z{¬�zTrO���O���&}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y��¾W³x}Y�¡�W�W�®�x|�}Y|~s � �Y}Y�O��<r{�,���Y��Ä�z{�?���&�Y�
x
�&¾ }å¾�¢²¹�¾ ���<¨����Y�O�����Y��w

f(x) = λ
(λx)n−1

(n− 1)!
e−λx ¢²¹�¾ ����¨
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�x��sY�W�?��z{���{¾ ��¾

ξ = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn
�O�~�W|~z,��w=|~z{¬���}Y|��WsY|~|½ ~s�rT�Y|�s��Y|

Eξ = n/λ
¾

Ì9���W�4}WrO���~w=�Oz{}�|�z{¬�z{|~�Y|�}Y¬_¯�sY�O}�w=��}Y�O�<r{sYsY��©&¯ �{¾ ��¾ ∼
ξ= ξ/n

¢Ç�Yz{�?�Ot#�Y�{�����Y��z{¬
E

∼

ξ= 1/λ
¨��YzO��zO�O�À��r����O�Y|~�O���Ws��

P(
∼

ξ6 x) = P(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn 6 nx) = 1−
n−1
∑

k=0

(nλx)k

k!
e−nλx ≡ En(x)

¢²¹Y¾ �+�O¨
¤,�<s�� � ����}WrO����}Y|��W|���|�s����.¢²¹Y¾ �+�O¨§sY�<���YzÁ��wJ�?D�}��WrOsY��r���s�r{ ~tv�?r{|~zO�À��}�rO���Y}Y|��W|����|�s��Y|~w×D�}��Wr{s���r,�Y�?}<���W��r

n
¾$D�z{�&}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�Y|?����rO��w=t z{�{�W¬O���,�YzO���?���W|�������O�? �sY�Y�Y���Á�� �}�rO���Y}Y|���|���|~sY���4����wyw=t#sY|~ ~rO�O������w=t§�$�{¾ ��¾Ï�·}�r?���Y}Y|��W|��W|�sYsYt§�$Ä�������Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY��¾�¤���sY� � ��� En(x)
�Y�{�Y�Y|~zO�À�,r{�<���{�W©«z{sY�«sY|��Y}�|�}Ytv�?sY�Ou���}Y�®��©½�O�?w

n <∞
�Y�¡��s�r{�����Y}Y�

n→ ∞
��z{}Y|¡w=�YzO�À�����Otv}Y�TÂ��W|~sY�Y©��&z{�O�Y��|

x = 1/λ
¾¸®r{}<���W���°z{�O��¬O���®�Yz{�(�Y�{�W�<��|�sYsYt°w±}WrO����}Y|��W|���|�s��Y|~w±����wyw=t1sY|~�Oz{}�� � r{zO|���¬?sYt§�sY|� ¡r{�?������w=t§���O¾ �W¾

ξ1, ξ2, . . . ξn
�¡�Ww=|�©«ª(����Ä������Y�OsY|~s � ��r{��¬Os��O|Æ}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|O��Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y|�zRz�r{��Â�|v�YsYz{|~}Y|~�§}WrO����}Y|��W|���|�s��Y| � |����?u��{¾ ��¾ νx

�{�O�Y}�|��W|��Y�Y|~w=�?u������sY|����?z{�O}Y�?u��x�������Y}Y�?�?r{s�sY�Ou��?|������Y�YsYt
x > 0

���W|��W��©«ª(��w��O�O}Wr{ ��<w�O

νx =

{

0, ξ1 > x;

max{n : ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn 6 x},
�YsWrT�Y|

.

¢í¹�¾ ���?¨
¦x xÄ�z{�?���&�O�Y}�|��W|���|�sY�Y�ÁsY|~�Y�?��}Y|�����z{�O|~sYsY�����W|��W�?|�zT�Y�Yz{�

P(νx = 0) = P(ξ1 > x) = e−λx.
¢í¹�¾ �+6{¨

¶.���Y�
n > 1

�¡zT¾ ��¾{�?�Y|��?���WsY�
{ξ1+. . .+ξn+1 6 x} ⊂ {ξ1+. . .+ξn 6 x}

�����{�����Y��w
P(νx = n) = P

(

{ξ1 + . . .+ ξn 6 x}
⋂

{ξ1 + . . .+ ξn+1 > x}
)

= P

(

ξ1 + . . .+ ξn 6 x
)

− P

(

ξ1 + . . .+ ξn+1 6 x
)

=
(λx)n

n!
e−λx,

¢í¹�¾ ��4?¨
�À�W|x�Y}Y���Y�<����|��WsY|~w��Y|~}Y|��<�¡�W|½�?t§���&�������{��¬? ��O�<r{sY��¢²¹Y¾ ���?¨�¾¥år{����w7�O�?}�r{ ~�?w§�Ow=t[�Y�O�����Y�����å�?�YzO�,�{¾ ��¾

νx
��w=|~|�z����?rO�~���?sY�O�<�����O|U}�rO���Y}Y|��W|����|�s��Y|�¢²¹Y¾ 4<¨��x�Wr{}�r?w=|�z{}Y�<w

Λ = (λx)
¾

� Ð '�þ�üJýu�����Åü=ý$�¡��'Yû��
�
��=������<ü
�
� ¾��·r?�x�Y�����Y}Y�?|~w�s�rR�W|~u���z{�?�Yz{|���¬OsY�?u��?���sY|����?z{�O}Ytvu7�?z{}Y|~ ��O�
[a, b], a < b

¾Å¶«�?���{��©½z{sY��s�|��Y}Y|~}Ytv�Os��O|�}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|���x��sY� � �Y|~uÁ�Y���Oz{s��?��zO���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{|�u

f(x) =

{

1/(b− a), a 6 x 6 b;

0,
�(�W}��<�~����z{�?�Y��r��

,

¢í¹�¾ ��/?¨
s�r{ ~tv�?rO|�zO�À� µ�®,ÐZÃ$³È±Ò¸ÓµuÃ$Îe±Cµ	®�¯Ä·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶$¸²±øÐ,¸Óµ*³ÄÖu´<Ã$³[¯°´2¸°¹ sWr(�?z{}Y|~ ���|

[a, b]
¾¤�¾ }�¾��O|�}��T�Yz{sY�?��z{|�u��Y}Y��Ä~z{�?w���w=|�|~z�����|��W��©«ª,��u��?���GO

F (x) =











0, x < a;

(x− a)/(b− a), a6x < b;

1, x>b.

¢í¹�¾5�{º?¨



���ÁÈ+��¤�©äRM«"Oª©Q¢ñP�OQ¤�©ªOQ©Q¢æNJPM¢É�æ©�L� 
¤�©ªOPU�OäK�OQPMR��¥NkOª©ßHä¦�§�P¡HM �§
O�� ¹,�
Ì9�������{¾ ��¾

ξ
��w=|�|~z&}�r{�?sY�?w=|~}YsY�O|Rs�r&�?z{}Y|� ~��|

[a, b]
}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|O�Yz{�

Eξ = (b+ a)/2, Eξ2 = (b2 + ab+ a2)/3, Dξ = (b− a)2/12.
¢í¹�¾5��¼T¨

È���rT��|~��zO�O|y�Y�O��|� ~sY�O�~�U���Y}Wr�Â�sY|�s����®}Y|����?w=|~s��W�?|�zO�À�x�Y}Y�?�O|�}��Yz{¬°����}�r{�?|��������O�?��z{¬Ä~z{���Á�?tv}�r�Â�|�sY��u��Y��z{|¡w�s�|��Y�<��}Y|�����z{�?|�sYs�t§���Otv�Y�W����|~sY�Yu�¾
´yrO�~��w=�OzO}Y��w1��s��O�?r��O¾ �W¾

νx
¢£�Y��������sY|~ ~rO�O������w=t§�ÁÄ~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY��}�rO���Y}Y|���W|���|�s�sYt§� �{¾ ��¾

{ξi}i>1
������wywyr����Oz{�?}Yt§��sY|(��}Y|��?�?�À�?�¡���Yz&sY|����OzO�O}Y��©#�x�������Y}Y�O��<r{sYsY��©ø�O|����Y�Y�Ys��

x > 0
¨�¢²��w§¾«¢í¹�¾ ���?¨ ¨���s�rOu��W|~w �?�����O�?sY��© �&¾ }�¾Æ�{¾ ��¾

ξ1
�Y}��

�<�����?�O�Y�����YzO�
νx = 1

��z¡¾ |O¾
P

(

ξ1 6 y
∣

∣

∣
νx = 1

) ¾
q��Y�±��������r{�

y > x
�Å�O�Y|~�O���Ws����

P

(

ξ1 6 y
∣

∣

∣
νx = 1

)

= 1
��zT¾ �å¾Å���?�Otvz{��|

{νx =

1} ≡ {ξ1 6 x}
⋂

{(ξ1 + ξ2) > x} ⊂ {ξ1 6 x}
��r�Ä~z{�Oz

x < y
¾³x�?Ä�z{�<w=�R��}Y|�����z�r{�{���Y|�z«��sYz{|�}�|~�9�W}Y�����?u(��������r{u��T���O�À�@r

y 6 x
¾{³x�R�O�Y}Y|��W|��W|�sY�Y©�<�����?�OsY�?u��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{����w=|�|¡w�O

P

(

ξ1 6 y
∣

∣

∣
νx = 1

)

=
P(ξ1 6 y, νx = 1)

P(νx = 1)
≡

P(ξ1 6 y, ξ1 + ξ2 > x)

P(νx = 1)q��Y�±s�r{�?�TÂ��W|�s����$�Y�W�����YzO|��Y�_�?�?�����{��¬? ��O|¡wy�À��sY|~ ~r{�?�����Ww=�?��zO¬O©Ø�{¾ ��¾
ξ1
�Oz

ξ2
��x�?}�w=�¡���Ou&�Y�O��sY�Ou&�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO���{���Oz{�?}Y��©� ~rO�Y�YÉ(|~w$���YsYz{|~��}�r{��¬Os��Ou��x�O}�w=|v����<��|~w.�O�? ~w=�TÂ�sYt°w

ξ1 = u
�Oz

0
�W�

y
O

P(ξ1 6 y, ξ1 + ξ2 > x) =

∫ y

0

P(ξ2 > x− u) dP(ξ1 = u)

=

∫ y

0

e−λ(x−u)λe−λu du = λe−λxy.

¶
 �sWrOw=|�sWr{z{|���¬�w=�TÂ(|~z(�?tvz{¬&s�r{u���|�s��Y �¢²¹Y¾ ��4?¨��Y}Y�
n = 1

zT¾ |?¾Y}�r{�?|�s
λxe−λx ¾�½���Os���r{z{|���¬Os��,�Y�O������r{|¡w§�Y�Yz{�

P

(

ξ1 6 y
∣

∣

∣
νx = 1

)

=
y

x
, 0 6 y 6 x,

¢í¹�¾5�O¹O¨
zT¾ |O¾�s�r{u��W|�sYs��O|°s�r?w=���<�����?�OsY�?|v}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|RÄ������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY�®}�r?���Y}�|��W|���|�s��sY�?u��O¾ �W¾

ξ1
ã��O��rO ~r��W�?��¬,}�r{�?sY�?w=|~}YsYt°w�s�r

[0, x]
}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|~w�·

Í��{�Y ~¬.}�rO�OsY�<w=|�}Ys��O���7� Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY�?���_}WrO����}Y|��W|���|�s��Yu��O��rO �tv�?rO|�zO�À�|~ª,|R�O�{�W|�|R� �����O�O���?u���w=t ���x�?}�w=�¡���Y}Y�?|~w.|�|x�(�?�Oª(|~w7�?���W|®����|��W��©«ª(��w.�?�O}�r{� ~�?w§¾³x�?��z{¬��{¾ ��¾
{ξi}i>1

}�rO���Y}Y|��W|���|~sYtfÄ������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY���&��r{}WrOw=|�zO}Y�?w λ > 0
¾�½�?�O �sWrT�Y��w

Y1 = ξ1, Y2 = ξ1 + ξ2, . . . , Yk =
∑k

i=1 ξi, . . . ,
z�r{�Á�Yz{�(}�r{ ~sY�?��z{�w=|�Â(�����W�?��wJ�����<��|���sY��w=�

Yk
�
Yk−1

�?�����<z&}�rO�OsYt
���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©«ª(|�u��{¾ ��¾
ξk
�Y��Y�?Ä�z{�<w=���O�~�W��z&��w=|~z{¬�Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY�?|«}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|O¾�·r?�x�Y�����Y}Y�?|~w.sY|����OzO�O}Ytvu

x > 0
���Y}Y|��W�Y�O���TÂ���w§�Y�Yz{��sWr(�?z{}Y|~ ���|

[0, x]
�Y�{�w=|¡��z{���W�?��¬7s�|��O�{�W|�|��Y|~w

n
z�r{�Y���

Y
�ì�<�?�1¢ÇzT¾ |?¾y�����[�?tv�O}�rOsYsY�?���

x
�O��r{ ¡r����<��¬

νx = n
¨�¾�´yrO���~w=�Oz{}���wfs�r{}<���W�����<��rO ~r{s�sYt°w sWr{�O�?}Y�?w

{Y1, Y2, . . . , Yn}
�W}��?��~�Ou�sWr{�O�?}��Y 

n
�O¾ �W¾

{X1, X2, . . . , Xn}
�<�?tv�O}�rOsYsYt§���Y x}�rO�OsY�<w=|�}Ys��O���,s�r

[0, x]



¹Z� I�KML�NJL����_P�OS�2HM§JHk©Q¢£O���L?�¡§�¢BR! æ§
O�Hk©QRMR÷NkOª©�Hk¦�§�P¡HM �§eOS�
}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�����?���O�O�? �s�rT����w

{η(1), η(2), . . . , η(n)}
�������Y�?}?�����O�Y|~sYsY��©1�Y���?�O ��}�rO��z�r{sY�Y© �Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬��9zTrO�1�Yz{�

η(1) = min{X1, X2, . . . , Xn}
�Ur

η(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}
¾eD�z{�4�O|����Y�Y��sYt

η(i), 1 6 i 6 n
��}Y�Ys��Yz{��s�r{� �tv�<r{z{¬�¯����Y�O}<���W�?�Y|�sYs�t°w=�_��z�r{z{�W��z{�Y��r?w=�Å¯+¢ÇêgÑ+X � \	d�X]\n�éê	^�ê Î � ê Î �]� � ��^j\	^`Z-d �bÒ�g^ Ò e+_ÓXT¨�¾

gJ�<ý$�
����'���¬ ��¬É&Ý¾u»�Ì�®Z¹�Ã$Îª¸?Ð�¸²¾u¶�Ì	¶�Ã$Î
{Y1, Y2, . . . , Yn}

Ë2·�³á¾u»�Ì�®,¸²±�Îª¸�·$³Z¯²¾*¸ÄÕ½0³[Ð�®Z´2¸²¾u¿�Ã�Îe±�¯Ä»0±�±M¶,µu³ZÐ,®ZÃ$¶$¸²± Ã$¸áÏ,®�ÐZ¶$¯°¶�±MÎ
Ø ð Ñ�¯Ä·$³[Ã$¸ÄÃ$Å�¶u®°¾u¿�Ã$³�µ�®,¯Ä·,µ*¸l½0¸²¾*¸°Ã�ÕÃ�Î
Øæ¯lÆÞÐ�Æ ËJ·Zµ*¶?»�¯²¾u³ZÐZ¶�¶�ËQÌ	´<³_Ã$®À³0´�µ*¸áÏZÑ�¸
[0, x]

¶	Ød»[±�¸Äç%®,¸°´2¯ÈÖ_µu³ZÐZÃ$³
n
º2´2»�ÑìÓ´%ÆÞ¸0Æ

νx = n
í0Ë%¶�±Ò¸Ä¼�´Ù´2³[Ì	Ã�³Û´%®ZÑ�³[¸?Éå¸_µ	®�¯Ä·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶$¸ÄËÒÌ	´<³¥¶å»�·�³èµ�Ö*½l³[ÕÌ�¸ÄÃ$Ã�Îª¸¥ì ·$³ÛÐZ³°Ïáµ	®,¯°´2®,Ã�¶�¼
íÛ¯°´2®,´<¶u¯Ä´2¶�Ñ�¶ Í ¯lÆÞÐ�Æ {η(1), η(2), . . . , η(n)}

Ë<·$³[Õ¾u»�Ì�®,¸²±�Îª¸M¶+ÏÀÃu®ZÚ[³Âµ�®¡Ãu¸ÈÏ�®,ÐZ¶u¯Ä¶�±�Î
Ø�Ëuµ	®,Ð,Ã�³È±Ò¸Óµ*Ã�³�µ	®,¯°·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$Ã�Î
ØfÃ$®
[0, x]

¯lÆÞÐ�Æ
{X1, X2, . . . , Xn}

Æ
 �¡o¢G£o¤b£�¥P¦�§�¨-©K¥PªL¡�«%iU�~�W|¡w4��}�r{�?sY�Y�<r{z{¬®���?�?w=|¡��z{sYtv|«�����OzOsY�?��z{���O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{|~u�YsYz{|~}Y|~����©«ª,�Y�Ás�r?�½}WrO����}Y|��W|���|�s��Yu�¾¥år{�&��r{���?��|v�{¾ ��¾T�O|����Y�Y�Ys�t

X1, X2, . . . , Xn
sY|~ ~r{�?�����Ww=t®��z{�x���(���?�?w=|¡��z{s�r{������?z{sY�?��z{¬

fn

(

x1, . . . , xn

)

= f(x1) · · · f(xn) =
( 1

x

)n

, 0 6 x1 6 . . . 6 xn 6 x,
¢²¹Y¾ ���?¨

�Y}Y�Y��|~w��Otv}�r{Â(|�s��Y|x����}�r{�?�Ou���rO��z{�Ás�|® ~r{�?������z(�?z��?|������Y�Ys
x1, . . . , xn

¾�½�Y|��?���WsY�W���Yz{�R����ª,|¡��z{�?�O|~zU}��O�Os��
(n!)

}�r{ ����Y�Ys�t§�x�?tv�O�?}Y�O�R�Y 9}Wr{�Os��?w=|�}�sY�{�����}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y�������Oz{�?}Ytv|R��r��W��z��¡�W�Ys���z{�?z�Â(|����Y�?}<���W�O�Y|~sYsYtvu����?w=���W|��YzT�z{��|¡��z{¬4z{�±Â�|��Otv�?�O}Y��� �����.���Y�O}<���W�?�Y|�sYs�t§�±��zTrOz{����z{�Y��¢Ç�Y�$�Y�����W�
(n!)

�O�? ��w=�TÂ�sYt§���Y|~}Y|~��zTrOsY�O�?�O���ì�Y|~}�w=��zTr � �YuW¨�¾�³x�OÄ�zO�?w=�

fn

(

η1, . . . , ηn

)

=
n!

xn
, 0 6 η1 6 . . . 6 ηn 6 x.

¢²¹Y¾ �,�<¨
�·rOw=|~z{��w§�¡�Yz{�½�Otv}�r{Â(|�s��Y|O�~�Y�{�����Y|~sYsY�?|Æ�«�Y}Wr{�O�?ux��rO��z{��¢²¹Y¾ �,�<¨���z{�TÂ�|9sY|� ~r{�?������z�Oz&�O|����Y�Y��s

η1, . . . , ηn
����z{�T�Yª,�Y������|��?�Ou���rO��z{��¾q(r���|~|°������sY|����?z{�O}Yt§�

0 6 y1 6 y2 6 . . . 6 yn 6 x
}�rO�~��w=�OzO}Y��w.���O�<w=|~��zOsY�O|�?�����O�?sY�O|R}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|

P

(

Y1 6 y1, Y2 6 y2, . . . , Yn 6 yn | νx = n
)

=
P(Y1 6 y1, Y2 6 y2, . . . , Yn 6 yn, νx = n)

P(νx = n)

=
P

(

ξ1 6 y1, ξ2 6 (y2 − y1), . . . , ξn 6 (yn − yn−1), ξn+1 > (x − yn)
)

P(νx = n)

=
P

(

ξ1 6 y1, ξ2 6 (y2 − y1), . . . , ξn 6 (yn − yn−1)
)

P

(

ξn+1 > (x− yn)
)

P(νx = n)
.

�½zO��©U�@rY�T�O�<���Y�O��¬O ~�O�?rO�OÉ(����¬UsY|� ¡r{�?������w=�<��z{¬?©��O¾ �W¾
{ξi}i>1

�(�x�?}�w=�¡�WrOw=��¢²¹�¾ ��4<¨��¢²¹Y¾ �	6{¨�� ¢í¹�¾ ��4?¨��9sY|~z{}Y�~�WsY���Y�{�W�<���Yz{¬.����|��W��©½ª,|�|��Otv}�r{Â(|�s��Y|����Y�����W�Oz{sY�<��z{�



����Ô[��¤�©QO�H�Rk©*Lk �HJNJL�PMR�O"KML�¤MKML� 
LYÕè �§�RMK¡§�ÖkO� 
L£Ra¤�©�HJR! $NMHPUÀ¦3�~L�¦×�!��P���ÂMR�¦ ¹��
�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO|�u�}WrO���~wyr{z{}��Y�?rO|~w=�O�~�(�<�����?�OsY�?���(}�rO���Y}Y|���|���|~sY���PO

fn

(

y1, y2, . . . , yn

∣

∣

∣
νx = n

)

=

(

λe−λy1λe−λ(y2−y1) · · ·λe−λ(yn−yn−1)
)(

e−λ(x−yn)
)

(λx)n

n! e−λx

=
n!

xn
.

¢²¹�¾5���?¨
³x�O�����Y|�sYs�tvu�}Y|~ ��¡��¬�z�r{z����?�O��r���r{|~zÁ��¢²¹Y¾ �,�<¨��@�Y}��Y�Y|~w �4��Ä~z{�?w
���W�<�Wr{|��Y}�r{�<r����r?��z{¬�¢í¹�¾5���O¨�sY|x ¡r{�O�W���Yz��Oz

y1, y2, . . . , yn
¾q,�?��rO ~rOz{|���¬<��z{�?��z{|~�O}Y|¡w=t  ¡r{�O|~}YÉ,|~sY��¾

0%��Ø h á�×vÔ�Ù�á�Û®Ú§Ô�Õ�Û�ÓÁÝ�× ´ Û�l:2�Û�Ò�Û3m � �½Ýr2��?Ù,×vÒ�Û Ý°lÁá�ÔYm
Ý�ÚUÕ�Ô�8�Þ�âpÛxÞ;Ú(�&Ó�à:Æ�Ý�Þ

³x�<��z{¬
F (x), −∞ < x < ∞

ã�sY|~���Oz{�?}�r����x�<s�� � ���Á�W|�uW��z{�?�Yz{|��W¬OsY�?�����Y|~}Y|~w=|~s��sY�?���W��}�r{�?s�r��xsY�¡��©_�Y}��
x < 0

�®��w=|~©«ª(r{�R�?��}�rOsY�Y�Y|~sYsY��©7�?rO}Y��r � �Y©7s�r§��r�Â��W�<w�?z{}Y|� ~��|
[0, T ]

��z{�R|~��z{¬
F
w=�TÂ�|�z°�?tvz{¬«��}Y|�����z�r{�{�W|�s�rv��rO�

F (x) = F+(x)−F−(x)
��À�W|(�O�?|

F+
�
F−
ã�sY|~���Otv�?rO©«ª(�Y|�sY|~�Oz{}Y� � r{z{|���¬Os�tv|,�O�~}�r{s��Y�Y|�s�sYtv|(�x��sY� � �Y��Y}��

x > 0
¾³x}Y|��W�Y�{�W�TÂ&�Ww§���Yz{������ª(|~��zO�O��©«z,�W|�uW��z{�?�Yz{|��W¬OsYtv|

A
�
s0
��z�r{�Y�Y|?�Y�Yz{�

∣

∣F (x)
∣

∣ 6 A es0x, x > 0,
¢í¹�¾5�,�<¨

���O�Y}�|��W|�����w�����|��W��©«ª,��|R�W�O|®�x��sY� � �������<w=����|�����sY�O�~�(�Y|~}Y|~w=|~sYsY�?��� s O

FLS(s) =

∫ ∞

0

e−sxdF (x),
¢í¹�¾5��6O¨

FL(s) =

∫ ∞

0

e−sxF (x) dx, Re s > s0.
¢²¹�¾5�,4<¨

ÈU�O|��W|�s�sYtv|�z�r{�Y��wf�?�O}�rO ��?w#�x��sY� � �Y�1sWr{ �tv�<r{©½zO�À� ·,µ*¸Ä³[Úèµ�®lÏZ³ZÐ,®,Ã�¶$¸²±Û"M®,·�¾*®ZÕ¯È®"Õ9&
´2¶�¾u´2¿�¸°¯È®"Áª»�Ã�Ñ�Å�¶�¶
F (x)

� ·Zµ*¸°³[ÚÂµ�®lÏ,³ZÐ,®ZÃ�¶u¸²±A"�®Z·+¾*®,¯è®�ÁQ»�Ã�Ñ�Å�¶$¶
F (x)���O�OzO�O|�z?��z{�?|�sYsY�W¾Ì9�����.�?�O�O ~s�rT�Y�YzO¬ �Y|�}�|� 

Fp(s)
�W©«�O��© �Y ��x��sY� � �Yu FLS(s)

�Y���
FL(s)

�=z{������Á�O�?�O���Á�Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s��Yu�����}�r{�?|��������Ot�����|��W��©½ª,�Y|®��z{�?|�}<Â��W|�sY�Y�PO� n �
Fp(s)

�9r{s�r{���Yz{���Y|~����r{���x��sY� � ���Á�Y}��
Re s > s0

ä� npn � Ì9�����
Fp1(s)

ã®��}Y|��?�O}�rO ��O�<r{sY��|��x��sY� � ��� F1(x)
�?r
Fp2(s)

ã��Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY�Y|�x��sY� � �Y� F2(x)
�T���O�?|Æ�x��sY� � �Y� x �~�W�O�O��|�zO�O�O}<�Y©½z�¢²¹�¾5�,�<¨��¡r Fp1(s) = Fp2(s)

�W�Y�
Re s > s0

�WzO���
F1(x) = F2(x)

���Y� �<��|��Áz{|��
x
�W���?z{�O}Ytv|��Y�{�Y�Y©½zO�À��z{�O�Y��r?w=�sY|~�Y}Y|~}Ytv�OsY�<��z{���x��sY� � ��u F1(x)

�
F2(x)

�¡�WsY�?�O}Y|¡w=|�sYs���¾�½�Y}Y|��W|��W|�sYsYtv|Á�OtvÉ(|��Y}Y|~�O�?}�r{ ~�O�?rOsY���±���{�Y ¡r{sYtØw=|�Â(���_���O�?�Ou7�?�Y|�sY¬��Y}Y�{���z{t°w����O�?z{sY�OÉ(|�sY��|~w�O
FLS(s) = s FL(s).

¢í¹�¾5�,/<¨
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D�z{�Oz(�®r{�Yz®�Y�? ��?�{�Y�Y|~zRsWrOw$��r{��|�|«�~�x�O}�w=�¡����}Y�O�<r{z{¬®�<��sY�?�OsYtv|v���?�Ou���z{�?rxzO�{��¬?�<����Y���Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY����ë�r{�Y�WrO�~r�� Í�z{����z{¬?|~�~rY¾
� ù � Ì9���������Y��sY|~�<�?z{�O}�t§�(��|�u���z{�O�YzO|���¬?sYt§�

α
�
β
�x��sY� � �Y� H(x)

�
F (x)

�
G(x)���O�Y ~r{s�t[���O�?z{sY�OÉ(|�sY��|~w

H(x) = αF (x)+βG(x)
��z{�,���Y�&��}Y|��?�O}�rO ��O�<r{sY�Y���?��r{� �tv�<r{©«z?�À�����O�Y ~rOsYsYt°w=��zTrO�Y��w.Â(|®���?�Oz{s��OÉ,|~sY�Y|¡w§��z{��|~��z{¬

HLS(s) = αFLS(s) + βGLS(s).

� � � Ì9���W�
G(x) =

∫ x

0 F (u) du,
z{�

GLS(s) =
FLS(s)

s
.

� 8 � Ì9���W�
G(x) =

∫ x

0
e−λudF (u),

z{�
GLS(s) = FLS(s+ λ).

� S � ³x�?��z{¬��Y|~}Y�?r{�4�Y}��O�Y ~�O�¡�Ws�r{�
G(x) = dF (x)/dx

���<ª(|~��z{�O�?|�zÁ���Y�7��©½�Ot§�
x > 0

������}Y��Ä�z{�<w
G
ã��x�<s�� � �����O��}Wr{sY�Y��|�sYsY�?uÁ�<r{}Y�Wr � �Y�å¾Y¥��O�À�@r
GLS(s) = s FLS(s) + s F (o).

� \ � ³x�?��z{¬
H(x) =

∫ x

0 F (x− u) dG(u)
ãÁ����j~}Yz{��r�Í�z{����zO¬O|~�~r�¢£�~w§¾å¢²¹Y¾ ���<¨ ¨

F
�

G
¾�¥��?�À��r

HLS(s) = FLS(s) GLS(s).

� X � ³x�?��zO¬
H(x) =

∫ x

0
F (x− u)G(u) du

ã��YsYz{|~��}�r{��¬Os�r{�Á����j�}YzO��r��x��sY� � ��u F�
G
¾�¥��?�À��r

HLS(s) =
1

s
FLS(s) GLS(s).

�@s�r{���Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY�Y|«ç��µè<ê¡�Yw=�TÂ�sY���R|~�����Y�?w=�?ª,¬O©
�Ot§����sY�Yz{¬�sY|~�<�?z{�O}�tv|½�Y}�|���W|��W¬OsYtv|®���?�Ou���z{�?r(���À�<�¡�WsY�Ou��x��sY� � �Y�å��r���w=|�sYs��
� { � Ì9���W������ª,|~��z{�O�?|�z

limx↓0 F (x)
��z{�

lim
x↓0

F (x) = lim
s→∞

FLS(s),

r�|~���W������ª,|~��z{�O�?|�z
limx→∞ F (x)

�Wz{�
lim

x→∞
F (x) = lim

s↓0
FLS(s).

�½�O}�rOz{sYtv|��<zO�O|�}<Â��W|~sY�������O�?�O�?ª,|Æ�~�O�O�?}<����sY|~�O|�}�sYt®�T�¡�Ws�r{���W�¡����|��W��©½ª(r��(z{|��?}Y|��wyr�w=�TÂ(|~z®}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{z{¬<�À�(��r{��sY|~��r��&Ä�}Y ¡r � �ì ~r?w=|�s�rx�?�O}�rOz{sYt§�(��z{�?|�}<Â��W|�s��Yu�¾
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gJ��ý��
�+��'���¬Þ8Ý¬YÜ gJ'b>Ýcu����' �qÝ w+Þ
o » v �cß ìpâ�¸ÈÏÀ½l³[Ñ�®lÏ,®,´2¸²¾u¿�¯Ä´%Ð,®áí�ÆÇ »�¯°´<¿

F (x) > 0,
∣

∣FLS(s)
∣

∣ < ∞
½ã¾	Ö

Re s > 0
¶æ·Zµ�¸°½0·�³á¾u³lÉ�¶�±MËJÌ	´2³�¯Ä»�ç%¸ÄÕ¯°´2ÐZ»�¼�´û·,µ*¸°½[¸²¾uÎåìë½ã¾	Ö

α > 0
í

lim
u→∞

uα−1FLS(u) = f∗ ,¶+¾u¶
lim
u↓0

uα−1FLS(u) = f∗∗ .ý�³Zàã½[®[ËQ¯Ä³[³[´2Ð�¸Ä´%¯Ä´%Ð,¸ÄÃ$Ã�³0Ë
lim
T↓0

T−α

∫ T

0

F (x) dx = f∗ ,

¶+¾u¶
lim

T→∞
T−α

∫ T

0

F (x) dx = f∗∗ .

³x}Y�Y�?|��W|¡w
�Y}Y��w=|~}Yt]�Y}Y|~�O�?}�r{ ~�O�?rOsY�Yu±ç·�éè<ê(�?z sY|~�<�?z{�O}�t§�4s�rO�Y�O�O��|�|��WrO��zO��<��z{}Y|~��r{©½ª,�Y|¡�À����¥§��� �x�<s�� � �Yu�}�rO���Y}Y|��W|���|~sY���PO
� n � Ì9���W�

F (x) = 1(x),
z{�

FLS(s) = 1
ä

� npn � Ì9�����
F (x) = 1 − e−λx, λ > 0

��z{�
FLS(s) = λ/(λ+ s)

ä
� npnpn � Ì9���W�

F (x) = En(x) = 1 −
∑n−1

k=0
(nλx)k

k! e−nλx �?z{� FLS(s) =
(

nλ
nλ+s

)n ¾
È] ¡r{���W©«�Y|~sY�Y|O�����x�O}Ww=�~�W�Y}Y�O|¡w ¢£�O|� Á�W�?��r{ ~rOz{|��W¬?��zO�?r?¨,|�ª<j��¡�WsY�_zO|��O}�|~w=�O��?z{}�r�Â&r{©½ª,��©1���O�?u���zO�O�xsY|���}Y|�}Ytv�?sY�?��z{�&�Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY���(ç��µè<ê¡�{���Oz{�?}�r���z�r{��Â�|�?��r{Â(|~zO�À���Y�O��|� ~sY�Ou��(��r���¬?sY|�u�É,|~w.�Y ��W�TÂ(|�s��Y��¾

gJ��ý��
�+��'���¬ùSe¬YÜ£ú�ûZ��'�cWý$-�û0;Wý�=����xý�û,�	� ß ìpâ�¸ÈÏÀ½l³[Ñ�®lÏ,®,´2¸²¾u¿�¯Ä´%Ð,®áí�ÆÇ »�¯°´<¿
F (n)(x), n > 1 Í ·�³Z¯²¾*¸°½0³ZÐ,®Z´%¸²¾u¿�Ã$³Z¯Ä´2¿ÛÁäÆ µÝÆMÃ$¸°Ñ�³[´2³Âµ*³[¹ÊÃu¸Ä³[´Ôµ*¶�Åu®ZÕ´%¸²¾u¿�Ã$³0¹U¯0ÆÞÐ�Æ ËQ®

F
(n)
LS (s) Í ·$³[¯²¾*¸l½0³[Ð�®Z´2¸²¾u¿�Ã�³Z¯Ä´2¿¡¯Ä³[³[´%Ð,¸Ä´%¯Ä´%ÐZ»�¼�ç2¶+Øf·,µ*¸Ä³[Úèµ�®ZÕÏ,³ZÐ,®ZÃ�¶$¹<à�ÕâáK
Q³[´ ð ´2¶+Ø�ÁQ»�Ã�Ñ�Å�¶$¹uÆ�ý�³Zàã½[®À¯Ä·,µ	®�Ð,¸°½ã¾u¶$Ð,Î×¯²¾*¸l½0»�¼�ç2¶$¸�»�´2Ð�¸Óµ$Éå½[¸ÄÕÃ$¶�ÖMt� n � ïJ¯²¾u¶

F (n) w
−→ F

Ëª´<³
F

(n)
LS (s) → FLS(s)

½ã¾	Ö?Ð,¯°¸áØ
s, Re s > 0

Æ
� npn � &
³[³[´2Ð�¸Ä´%¯Ä´%Ð,¸ÄÃ$Ã�³0Ë�¸°¯²¾u¶

F
(n)
LS (s)

¯ÈØ$³Z½0¶�´%¯èÖÊ½ã¾	Öa¾u¼�Ú[³Zàá³
s, Re s > 0

ÑÁª»�Ã�Ñ�Å�¶�¶
F (s)

ËÝÑ�³[´2³Âµ�®°Ö_Ã$¸°·Zµ�¸ÓµuÎªÐ,Ã$®�·Zµu¶
s = 0

Ë*´2³
F (s)

¸l¯Ä´2¿M·Zµ�¸Ä³[Úèµ	®lÏ,³ZÐ,®ZÃ$¶$¸
à�ÕâáK
�³0´÷Áª»�Ã�Ñ�Å�¶�¶

F
¶
F (n) w

−→ F
Æ Ç µu¶$Ì�üë±éÐ ð ´<³á± ¯²¾u»�Ì�®,¸Ô³[Ñ�®lÏZÎªÐ�®,¸Ä´%¯èÖ$ËeÌ	´2³

limx→∞ F (x) = 1
´2³Zàã½0®¡¶f´2³È¾u¿�Ñ�³%´<³Zàã½[®[ËQÑ�³[àã½[®

lims→0 F (s) = 1
Æ

³x}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY�Y|�ë�rO���WrO�~r�� Í�z{����zO¬O|~�~r&�W�?�Y�?����r{|�z�����|��W��©«ª(�<©Ã�?|�}Y�T�Yz{s��?��z{�sY��©f�YsYz{|~}Y�Y}Y|~z�r � �Y©(¾å³x�?��z{¬ F (x) = P(ξ 6 x)
ã �&¾ }�¾·s�|����Oz{�?}Y�Ou�sY|��?z{}Y� � r{�z{|���¬Os��Ou±�{¾ ��¾

ξ
¾å¥å�O�À��r

FLS(s)
w=�TÂ�sY���Y}�|�����zTrO�O�YzO¬����?���W|�����|��W��©«ª(|�����wyrOz{|��wyrOz{�Y�Y|¡�����O�~�(�TÂ�����rOsY���PO

FLS(s) = E

[

e−sξ
]

.
¢²¹�¾ �Oº<¨
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�½zO��©U�@r$����|��W�?|�zT�y�Yz{�7���<ª(|~��z{�O�?�?r{s��Y|

k
�ì���±w=�?w=|~sYz�r±�{¾ ��¾

ξ
Ä����O�Y�<r���|~sYz{sY�±���<�ª,|¡��z{�?�O�?rOsY�Y©

k
�ìz{�Ou[�Y}��O�Y ~�O�¡�WsY�?u��x��sY� � �Y� FLS(s)

�Y}��
s = 0

�Æ�[�Y}Y�1Ä~z{�?w���Y}Wr{�O|������Y�<r(����|����<©½ª(r{���x�O}Ww=�~��r+O

Eξk = (−1)k dkFLS(s)

dsk

∣

∣

∣

s=0
.

¢í¹�¾ �Y¼¡¨
q,|�u���z{�O��z{|���¬?sY����|¡�������Á�&¾ }�¾

F (x)
����ª(|~��zO�O�O|~z(�Y���Oz{s��?��zO¬

f(x)
�Wz{�

FLS(s) =

∫ ∞

0

e−sxf(x) dx

¸x�&z{�O�À��r(�Oz?��©U��r��Y}�r{ ��Wr{��r{��Ä��������OsY|~sYz{������z{|��Y|~sYsY�?u�}<���Å�����{�����Y��w

FLS(s) =

∫ ∞

0

(

1 − sx+
s2x2

2!
−
s3x3

3!
+ . . .

)

f(x) dx

= 1 − m1 s + m2
s2

2!
− m3

s3

3!
+ . . . ,

�À�W|

mk =

∫ ∞

0

xkf(x) dx = E

{

xk
}

= (−1)k dkFLS(s)

dsk

∣

∣

∣

s=0
, k > 1 .

¢²¹Y¾ �<¹O¨
Í9��|����O�?rOz{|��W¬OsY�W�� �s�rT�Y|~sY���xw=�?w=|�s�z{�O�«w=�TÂ�sY�§�?�Y}Y|���|��Y�Yz{¬v���v}�r{ ����TÂ(|~sY�Y©_�x��sY���
� �Y� FLS(s)

����z{|��Y|~sYsY�?u�}<���Å�Wr(�Ww=|�sYsY�KO

m1 = −
( ���OÄ~�®�&¾��Y}��

s
)

; m2 =
( ���OÄ¡�®�&¾��Y}Y� s2

2!

) ��zT¾ �Å¾

¶°s�r{���O�~�Y�YsY���Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r{sY�Y©fç·�éè<êx���Y�7�&¾ }�¾�sY|~�Y}Y|�}�tv�OsYt§�±�{¾ ��¾Ï�·�����O�Os�t°wr{�Y�Wr{}�rOz{�?w ��������|����O�?rOsY�����W������}Y|�z{s�t§�±�O¾ �W¾·�Y�{�Y�Y|~zO�À�7r{�Y��rO}�r{z ·,µu³[¶+Ï�ÐZ³Z½ãÖuç<¶	ØÁª»�Ã$Ñ�Å$¶�¹ �T�Æ���?w=�Oª(¬O©7���OzO�O}Yt§�xz�r{��Â�|9�Y}Y�<��z{�«s�r��<�¡���YzO�À�®w=�?w=|�s�z{t7�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z��sYt§��}�r?���Y}�|��W|���|�sY��u�¾³x�?��z{¬
{an}n>0

ã��Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬½�W|�uW��z{�?�Yz{|��W¬OsYt§���Y����|��å¾<Ì9�������x��sY� � �Y�

a(z) =

∞
∑

n=0

anz
n ¢í¹�¾ ���?¨

�À�?�¡�W��zO�À����sY|~�<�?z{�O}��?w[�Y}Y���~|
|z|6z0

���?w=����|~����sY�?u �O�O�WrO��z{����z{��z{�?�À��r
a(z)

sWr�� �tv�<r{|�z?�À� �
�=ý$�
)?þ�ý�=���>£��-W&<>·ü�#�^
�
��-a�=ý�ûZ���,=ÆýWþu'	������=Wü=ý�û,�	�
{an}

¾�½�Y}Y|���|�����w7����|����<©½ª,��©��Y�<���?�YsY�{�ìsY|~�Y}Y|�}�tv�OsY��©1�x��sY� � �Y© A(x)
��������rT�Y��r��w=��� � |����?�Y�����W|�sYsYt§��z{�O����r{�MO

A(x) =

{

0, x < 0;
∑n

j=0 aj , n 6 x < n+ 1, n>0.

¢í¹�¾ �,�<¨
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¥å�O�À��r½�Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª(r{�®�x��sY� � ����w=�TÂ�|�z½�Otvz{¬R�Y}Y|�����z�r{�O��|�sWr°�x����|��W��©«ª,|¡w �?���W|bO

a(z) =

∞
∑

n=0

anz
n =

∫ ∞

0

zx dA(x) =

∫ ∞

0

ex ln z dA(x),
¢í¹�¾ ���?¨

�YzO���O ~s�rT��r{|~z®sY���YzO�,�YsY�?|°��r{��z{�W�?��z{�
a(z)

ã(|¡��z{¬(�Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s��Y|vç·�éè<êU�x��sY���
� ��� A(x)

��zO�O�Y��|
s = − ln z

¾D�z{�½�Y}Y|�����z�r{�O��|�s��Y|�rO�Oz{�<wyr{z{�Y��|~��������r{}�rOsYz{�Y}��O|�z«z{�OzR�®r{�YzT�¡�Yz{�R�Y}Y�O�� ��O�¡�W�Yª(r���x��sY� � ��� a(z) |��W��s���z{�?|�sYs�t°w$�?�O}�rO ��<w��O�Y}�|��W|��Y�Y|�z®���?�O©[���À�<�¡�WsY��©[�Y�?����|��W�?�?r{�z{|���¬Os��?��zO¬
{an}

¾
Í��O�?z{sY�?É,|�s��Y|(¢í¹�¾ ���O¨y�Y�O ~�O�{���Y|�z��?tv�Y����rOz{¬�sY|~���Oz{�?}Ytv|½���O�OuW��z{�<r®�Y}Y�?�Y ��?�¡�����ª(���$�x��sY� � ��u��·�Otvz{|~��r{©«ª(�Y|&�Y &}�rO�~��w=�?z{}Y|�s�sYt§���OtvÉ(|����O�?u���zO�Á�Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r��sY�Y�Áç·�éè<ê~¾�³x�?��z{¬

a(z), b(z), c(z)
ã��Y}Y�O�� ��O�¡�W�Yª,�Y|«�x��sY� � �Y���Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��{���z{|�u

{an}
�
{bn}

�
{cn}

���O�?z{�O|~zO��z{�?|�sYs���¾Y¥��?�À��r
� ù � Ì9�����

cn = αan + βbn
���Y����©«�?t§�

n
��s�|����Oz{�?}Yt§�&�W|~u���z{�?�Yz{|���¬OsYt§�

α
�
β
�z{�

c(z) = α a(z) + β b(z)

� � � Ì9�����
bn =

∑n
j=0 aj , n>0,z{�

b(z) =
a(z)

1 − z

� 8 � ³x�?��z{¬
bn = an+1 − an, n>0,z{�?�À��r

b(z) =
(1 − z) a(z) − a0

z

� S � ³x�?��z{¬
cn =

∑n
j=0 aj bn−j , n>0,z{�?�À��r

c(z) = a(z) b(z).Ì9�����
{an}

ã��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{s��O|�}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|�sY|����OzO�O}Y�?u��W�����Y}Y|~z{sY�Ou±�{¾ ��¾
ξ
�·z{��Y}��O�Y ~�O�¡���Yª(�<©Ø�x��sY� � �Y© w=�TÂ�sY� }WrO���~wyr{z{}��Y�?rOz{¬���r{�_���W|��W��©«ª(|�|�wyrOz{|~wyrOz{����Y|¡�����O|R�TÂ�����rOsY�Y|bO

a(z) = E zξ

¥å�O�À��r��Y���O�?z{�O|~zO��zO�O|�s�sY���
dka(z)

dzk

∣

∣

∣

z=1
= E

[

ξ(ξ − 1) . . . (ξ − k + 1)
]

, k = 1, 2, . . .
¢í¹�¾ ���?¨

ÈUtv}�r{Â(|�s��Y|x����}�r{�?�Ou���rO��z{���O�Y}Y|��W|����Y|�z&�O|����Y�Y�Ys��O�Ys�rO �tv�<r{|~w=��©
k
Õë´2Îe±÷Á
®,Ñ�Õ´2³èµu¶$®l¾u¿�Ã�Îe±�±M³á±�¸°Ã�´2³È±ø¯lÆÞÐ�Æ

ξ
Æ �@s�r{���®rO�Yz{�?}Y��r��W¬OsYtv|°w=�<w=|�sYz{t®��w=t®�<�O�Y|~�O���W�sY�W�Yw=�TÂ(|¡w7��|~�����&s�r{uYzO���?�Otv�Ys�tv|xw=�<w=|�sYzOt ��s�rO�O�O�?}Y�OzT¾
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O�Hk©QRMR÷NkOª©�Hk¦�§�P¡HM �§eOS�
Èf ~r{�Y��©«�Y|~sY�Y|?�=����|����O|�z��<���?wJ�YsY��z{¬$�¡�WsY���?|~��¬?wyr��Y�O��|� ~sY�O| ·Zµ�¸°½[¸²¾u¿�Ã$³[¸�¯°Ð,³0¹$Õ¯Ä´%ÐZ³ ��}Y�O�Y ~�O�¡���Yª(|�u��x�<s�� � �Y��¾�Ì��������Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{¬ {an}

z�r{���O�<rY�<�Yz{�
limn→∞ an = a < ∞,

zO������ª,|¡��z{�?�O|�z�������|��W��©«ª(�Yu��Y}Y|���|��oO
lim
z↑1

(1 − z) a(z) = a

�½�O}�rOz{sY�?|���z{�?|�}<Â��W|�s��Y|_¢Ç�7�?�Oª,|¡w#��������r{|T¨�sY| ����}�r{�?|��������O���y�¡��s�r{�����Æw=�TÂ�sY�¢Çs�r{���TÂ��Y�(�W�O���{��sY��z{|���¬?sY�O|R�O�~}�r{s��Y�Y|�s��Y|¡¨U��z{�?|�}<Â���r{z{¬�����|��W��©½ª,|�|?¾Ì9���W�
limz↑1(1−z) a(z) = a <∞

�
limn→∞[n(an−an−1)] = 0,

z{�R����ª,|¡��z{�?�O|�z
limn→∞ an = a.

³x}Y�Y�O|��W|~w[s�|~�����O��¬O�����Y}���w=|�}Y�?���Y}��O�Y ~�O�¡���Yª(�����x��sY� � �Yu sY|~�<�?z{�O}�t§��sWr{����O�O��|�|Á��rO��z{�±�?��zO}Y|���rO©«ª(�Y|~�À�_�7¥§��� �������Y}�|�z{sYt§��}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Yu��O|�}��T�Yz{sY�{���z{|~uPO� n � Ì������
an = Cn

Np
nqN−n, 06n6N, p+ q = 1, p>0, q>0,

z{�
a(z) = (q + pz)N ;� nrn � Ì9���W�

an = q(1 − q)n, n>0, 0 < q < 1,z{�
a(z) =

q

1 − (1 − q)z
;

� nrnpn � Ì9�����
an =

Λn

n!
e−Λ, n>0,z{�

a(z) = e−Λ(1−z) .
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È§��|½�Y�?��z{����r{©½ª,�Y|½�(������z{|¡w=�����  ~r{�Y�O�Y�$¢Ç�����Áz{}Y|~�O�O�<r{sY�Y�W¨=s�r(�O�?�����<Â��Y�?rOsY�Y|�?����|~w#�Y}Y|����Y�{�WrO��r{z{¬ àá³È±�³Zàã¸ÄÃ�Ã$Îe±M¶ �yz¡¾ |O¾�sY|���w=|~©«ª,�Ww=�1sY�Y��r{�Y�Y�.�<rO}�r{��z{|�}Y�Y� ~�<©½ª,���[����w=|�zO�O���U�Y}Y�<w=|$w=�?w=|~sYz�r_�?}Y|~w=|~sY�����1�Y�<��z{������|~sY�����.������zO|~w=�O¾vÈ�Y}������TÂ(|~sY�������4�<�<w=�Y¬O©½z{|�}�sYt°w���|�z¡��w1Ä�zO���? �s�rT�Wr{|�zT���Yz{��s�r?�,sY|��O�~�W|~zÁ��sYz{|��}Y|¡���?�?r{zO¬$sY����rO��r��.�YsW�x�O}�wyr � ���[�4���?��zO�<���Y�OÉ(|~w#��r{��|�zO|���}Y�?w=| w=�<w=|�sYz�r±|��~��Y}����?�¡��r�¾Y¥��?�À��r ·�³[´2³[Ñ�³È±õàá³È±�³Zàã¸ÄÃ�Ã$Î
Ø�´Ôµ�¸ÄÚ[³ZÐ,®ZÃ$¶�¹ |~��z{|~��z{�O|~sYsY��s�rO ��<r{z{¬����Y�O�}<���W�?�Y|�sYs��<©­�����O}Y|¡w=|�sY�����?��zO�<�Y��|�sY�Y�����?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{¬���������r{u�sYt§���?|����Y��Y��s
T = {Ti}i>1

�YzT¾ |O¾
0 < T1 6 T2 6 T3 6 . . .

¾
f¡�l� Ñ²lÁá�×�8�×#2�×§Ó�Ý�×�á�×§à_�&á�á�×§Ó��«Ó�Ôki9Ô°l�ÔM�½Ô�à&Û
ú��
�
��=������?ü��
� 8Ý¬²ù$¬ Ç ³[´2³[Ñ

T
Ã$®lÏ,³ZÐ,¸²±ê����#�>��
�
�<ü
��üJÿ��ÒË¡¸l¯²¾u¶Ê·$³[¯²¾*¸l½0³[Ð�®ZÕ´%¸²¾u¿�Ã$³[¯°´<¿�¯lÆÞÐ�Æ

{ei}i>0
ËÔ´2®ZÑ�¶+Ø¥Ì	´2³

ek = Tk+1 − Tk, k > 0, T0 = 0 Í Ö*ÐZÕ¾	Ö*¸°´2¯ÈÖÀ·$³Z¯²¾*¸°½0³ZÐ,®Z´%¸²¾u¿�Ã�³Z¯°´<¿�¼bÃ$¸ÈÏ�®,ÐZ¶u¯Ä¶+±MÎ
Ø�Ë�³Z½l¶$Ã$®ZÑ�³ZÐZ³�µ�®,¯Ä·,µ*¸l½0¸²¾*¸°Ã�Ã$Î
Ø¡¯0ÆÞÐ�ÆìÓÃuÆù³,Æ µÝÆÞ¯lÆÞÐ�Æ í[Ëä¶+±�¸°¼�ç<¶	Ø"³[Ú[ç<»�¼óÁäÆ µÝÆ
A(x) = P(ek 6 x), k > 0

Æ
ú��
�
��=������?ü��
��8e¬Þ�Ý¬ Ç ³[´2³0Ñ

T
Ã$®0ÏZ³ZÐ,¸²±å�
��#G>����
�?ü���üJÿ%� û_)�'�=ª����`d#�ý$-ìqèbé]ê�êÓë`ìbé1èÉ�gé	í������gé]
-
 í[Ë�¸°¯²¾u¶aÐ,¯°¸

{e0, e1, . . .} Í Ãu¸ÈÏ�®,ÐZ¶u¯Ä¶�±�Î
Ë�Ã�³f·Zµu¶ ð ´2³È±ê¯lÆÞÐ�Æ
{e1, e2, . . .}

¶�±Ò¸Ä¼�´ñÁäÆ µÝÆ
A(x) = P(ek 6 x), k > 1

Ëk®�¯lÆÞÐ�Æ
e0
¶�±Ò¸°¸°´ ³[´M¾u¶�Ì	ÕÃ$»�¼ó³[´VÃ�¶	Ø�ÁäÆ µ�Æ

A0(x) = P(e0 6 x)
Æ#îQ´2®�¯lÆÞÐ�Æ

e0
¸l¯Ä´%¸°¯°´2Ð,¸°Ã�Ã$³<Ãu®lÏZÎªÐ�®,¸Ä´%¯èÖÏ�®,½[¸ÓµuÉÊÑ�³[¹*Æ

¸®r��W�Y�Y�Y|v�Y�?z{�O���?�R�§ ¡rT�W|~}?Â����Ou��O���{��sY|v|¡��z{|¡��z{�?|�sYs������Y�<�����{��¬?�Y��s�rT�Wr����x}�r{��?�Oz{t­���W��z{|¡w=tL���#�Y}Y�?���À�?�¡�W��z�s�|� ~rO�O������w=���?z���w=|�©½ª,|~���?�À���Y�?z{�O��r& ¡r��Y�O�?������O�?��|~w­s�|��O�T�Y ~rOz{|��W¬OsY� �W�{�YÂ�sY�_���O�?��rT��rOz{¬$��w=�<w=|�sYzO�?w#�Y}Y���<�¡��r��?�Y|�}�|��WsY�?u ¡r��Y�O����¾O��sY�TÂ�|~��z{�O�®}Y|¡r���¬?sYt§�&�Y�Oz{�?���O�®}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sY�,���,���?�O|�u&�Y}��Y}Y�¡�W|°���OsY�����r{�7��}�r{�?�������Å�O��r{ ~tv�?rO©«zO�À�4�Y�Oz{�?��rOw=�.�� ¡rT�W|~}<Â&���?u�¾Å³x|~}Y�Otvu7�Y�<����|��O����©½�Y|��sY�Y�[������z{|¡w=t w=�?w=|�s�z7�Y}Y���<�¡��r4 ~r��Y�?�Y�
T1 = e0

w=�TÂ(|~z±�Y}Y�O�� ��Ou�z{�����YÉ,¬7����?�<�?sY��rOsY�Y� sY|~���Oz{�?}Y�O�~���Y}Y�<w=|�Â���z{��r��O}Y|¡w=|�sY���·s�|��O�T�<�¡�W��w=�?������s�r{�Y}���w=|�}��·���Y�
��¼
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T1 T2 T3 T4 T5

N (t)

S1 S2 S3

0

1

2

3

e0 e1

e2 e3

w2 w3

e4

S4

w4

´Æ���O¾��Y¾Ï¼bOY³x}���w=|�}��{�<�¡���Yª,|~���(�Y�Oz{�?��rY¾
¯��Y}��O��}�|��?r$�Y}Y���O�O}��O��¯{¾Æ¥årO�Y��wf�O�?}�r{ ~�?wL������z{�7}�|��Y��}Y}Y|~sYz{sYtvu1���Oz{�?�[����|����O|�z}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{z{¬&��r{��sY|����<©�����|~r��W�Y ~r � �Y©­}Y|¡r���¬?sY�(sWr{�{�W©U��r{|¡w=t§���Y�OzO�O���O�W¾
ú%������=ª���
�<ü����%8Ý¬Þ8Ý¬ Ç ³0´2³[Ñ2àá³á±M³Zàã¸ÄÃ$Ã�Î
ØÀ´�µ*¸ÄÚ[³ZÐ,®ZÃ$¶�¹¡Ú[»�½0¸²±óÃ$®lÏ,ÎªÐ,®Z´2¿½ý$�u=��oJü�'��ÅüJÿ��ÒËQ¸l¯²¾u¶

P
(

T1 < T2 < T3 < . . .
)

= 1.ôJ´2¯°¼Ô½0®%¯²¾*¸l½l»�¸Ä´<Ë�Ì	´2³<Ð2´%®ZÑ�³á±~·�³[´2³0Ñ�¸�ÐM¾u¼�Ú[³0¹"³[´%½[¸²¾u¿�Ã�³%ÐlÏlÖu´<Î�¹À±�³È±Ò¸ÄÃ�´Ã$¸�±�³0É�¸Ä´õ·�³Z¯Ä´2»�·$¶�´2¿ÀÚ[³È¾*¸l¸M³Z½0Ã�³Zàá³�´Ôµ�¸ÄÚ[³ZÐ,®ZÃ$¶�Ö¥ìë¯�Ð,¸ÓµÝÆ�ïáí�Æ
¸x��Â(|?��|~�����Ás�|R�?���?�O�O}�|�sY�(�?���?�O�W�?�?�����<z&}�r?���~wyr{z{}Y���?r{zO¬?�À��z{�O��¬O�����O}?�W�YsWr{}YsYtv|�Y�OzO�O�Y��¾�½�O�O ~s�rT�Y��w

N(t, t+ x)
ã����{���Y��|~��zO�O��z{}Y|��?�O�<r{sY�Yuå�<��}Y���?�¡�W�Yª,���������W��z{|¡w=�s�r(�YsYz{|~}Y�?r{��|½�?}Y|~w=|~sY�

[t, t+ x]
�����ÁsY|~�<�?z{�O}�t§�

t, x > 0
¾�D�zTr��{¾ ��¾��?��r{ �tv�<r{|~zO�À��O�Y|~sY¬&�?r{Â&s��Ou���r{}�rO�Yz{|~}Y����zO�Y���Ou��{�?�¡��sYt§���Y�OzO�O���O�W¾¸x��Â(|½�������Y}Wr{z{���?��z{��w=t���r?��z{���?�~�W|~w.zTrO��Â(|®�?�O�? �s�rT��rOz{¬

N(x) = N(0, x)
¾

ú%������=ª���
�<ü����À8e¬ S
¬ Ç ³0´2³[Ñ
T
Ã$®0ÏZÎªÐ,®�¸Ä´%¯èÖ&û,��'	^��JýWü�'��ÅüJÿ��ÒËª¸l¯²¾u¶ÀÁäÆ µÝÆeÐ,¸²¾u¶$ÕÌ	¶�Ã$Î

N(t, t+ x)
Ãu¸�Ï,®�ÐZ¶$¯°¶�´û³[´

t
·Zµu¶�¾u¼�Ú0³á±

x > 0
Æ

Í��O�?u���z{�?�(��zTr � �Y�?s�r{}Ys��?��zO����r{}Wr{sYz{��}Y�O|~z(sY|~�Y ~w=|~sYsY�<��z{¬&��z�r{zO����z{���Y|~���<�?�����Y�O�?|���W|�s��������Oz{�?��r(�O�&�?}Y|~w=|~sY��¾
¿®r{�&�<Â(|v�Ot§�W�R�?zOw=|���|�sY���?tvÉ,|?��}Y|��Y��}Y}�|�sYz{s�tvu��Y�Oz{�?���O|~ U ¡rT�W|~}<Â&����¢£ ~r���r���?rO|~w=tvu�z{�O��¬O�����&¾ }�¾

A(·)
¨9�Y�{�Y�Y|~zO�À����rO��z{sYt°w_��������r{|¡w7}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sY�O�~�,�Y�?z{�O��r�� ~rT��|�}<Â��<�?u
¢£�O�Y}�|��W|��Y�Y|~w=�?�����W�O��wJ���&¾ }�¾

A0(·)
�
A(·)

¨&�Y}Y�
A0(x) = A(x)

¾³x�OÄ~z{�?w=���O�~�W|¡w±}�rO�~��wyr{zO}Y�Y�?rOz{¬x��r{��|�|«}Y|��Y��}Y}�|�sYz{s�tvu��Y�?z{�O���« ~rT��|�}<Â��<�?u��O��rO��O�O��|�|R�O�?ª,�Yu���������rOuÁ}�|��Y��}Y}Y|~sYz{sY�?�����Y�?z{�O��r�¾
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O�Hk©QOQ«ULÊH�RCð��MNJRMNkL�K�OQP¡§�PM¢É�CHJ¤�©ªOPU�OäK�OQPMR�¦Y�£¤���L� � �HJP¡HJN� ��%HJIäH�¤¡HM§JH��ML ���
q��Y��sWrT��r��Wr��Otv�?|��W|¡w[�Á�?�Oª,|¡w1�O���W|,}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|&�O¾ �W¾

N(t) = N(0, t)
�}�rO�OsY�?u��Y�W�����Á ~r��Y�?�O�����Y�<��z{���Y���OÉ,�Y��s�r��Oz{}�|� ���|

[0, t]
¾K�x��s������Yz{�

N(t) = max{k : Tk6t, k>0} .

¿®rO��sY|~z{}Y�~�WsY�7 ¡rOw=|~z{�Yz{¬W�9���?�Otvz{���
{N(t)>k}

�
{Tk6t}

���?�O��r���r{©½z�¢£z¡¾ |O¾�Ä�z{����O�OtvzO�����Y�O�Y�Y©«zO�À��z{�TÂ��W|~��z{�O|~sYsYt°w=�W¨�¾�³x�OÄ~z{�?w=�
{

P(N(t)>0) = 1 ,

P(N(t)>k) = P(Tk6t) = A0 ∗A
k−1
∗ (t), k>1 ,

¢p��¾6¼T¨
�À�W|�w=t ���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY� �O�<���Y�O��¬O ~�O�<r�������¬��Y}�rO�O�����<w­s�r{�?�TÂ��W|�s����.�&¾ }å¾J���Y�����wyw=t��{¾ ��¾�¢í¹�¾ �,��¨9��z{|¡w§���Yz{�������?�Y}Y|��W|���|~sY�Y©L���Y�Yz�r{|~zO�À�����Yz{�

A0
∗(t) = 1

¾�½zO��©U��r(��|��~���&����|����O|�zT���YzO�
{

P(N(t) = 0) = P(N(t)>0) −P(N(t)>1) = 1 −A0(t) ,

P(N(t) = k) = A0 ∗Ak−1
∗ (t) −A0 ∗Ak

∗(t) = A0 ∗Ak−1
∗ ∗ (1 −A)(t), k>1 ,¢p��¾ ¹?¨³x}Y�¡���O�YsY��z{¬<�À����r���¬?É,|½�,���Y}Y�?ª,|�s��������O���@r,�x�O}Ww=�~���(�?�Oª(|~w7���W�<�Wr{|O�<�����TÂ�r{���|~sY�Y©(�YsY|®�~��r{|~zO�À��¾���t
�O�~�W|¡w§�Y�¡�Ws�rO�������O�? ��O}Wr{ª(rOz{¬?�À����Ä~z{��w[�x�O}�w=�¡�Wr?w_�Y}��}�r?���~w=�Oz{}Y|~sY�Y�����OsY�Y}�|�z{sYt§���Y}Y��w=|~}Y�O�&�O�?�¡�WsYt§�����Oz{�?�<�?��¾

f¡�	0 ñ ×vÔ®á�×��
Û Ô�Ù ò�à�Õ®Ý�Õ�Û32�×§Ó��«Ó�Ö�~ Ô�lÁá�×�8�×#2�×§Ó�Ý�Þ¬~
l���Û�Ò�ÒUÔ®Ó�Ô�Õ�Ò�à�Ôki9Ôól�ÔM�½Ô�à&Û

È§w=|~��z{|���z{}Y|��?�O�<r{sY�Y|¡wL�?}O���Ys�r{}�sY�?��z{�.� ³[´2¯°»�´%¯Ä´%ÐZ¶$¸²±ê·$³[¯²¾*¸l½[¸Ä¹$¯°´2Ð,¶�Ö ¢ÇzT¾ |O¾s�r{���Y�Y��|~w7�? ~r{�Ww=sY�OuÁsY|� ¡r{�O�W����w=�<��z{�Á�Y}Y�OzO|���r{sY�Y���Y�OzO�O��r�s�r(sY|~�Y|�}Y|¡��|~��rO©«ª(������À��w=|�Â��W�����O�O�?u&�YsYz{|~}Y�?r{�Wr��&�O}Y|¡w=|�sY��¨Æ��z�r � �Y�OsWr{}YsY�<��z{¬®�O�?�¡�W��z®���O�Y}�|��W|���|�sY��|·,µu³Z¯Ä´%¸Ä¹$º2¸làá³�·$³[´<³[Ñ�® �Å�?�O|���|�sYsY�?���jô½�YsY�Y�Ys�t°w�� �YsY�Y�~| � ¹��ì¾Å¥ÅrOw­� �WrO��zOsY�?��z{��Y�?��r{ �tv�<r{|~zO�À���T�Yz{�®�Y}Y�<��z{|~uYÉ,��u��Y�Oz{�?��¢ÇzT¾ |?¾O�?}O���Ys�r{}�sYtvu���z�r � ���Os�rO}YsYtvu��Y�Oz{�?��?|� ��Y�?����|��W|~u���zO�O���W¨(����ª,|¡��z{�?�O|~z����y�?�{��|~|Áz{�?���W�J�?��r{ �tv�<r{|~zO�À�_�Y�OzO�O���?w§�=sY�<�À���ª(��w ��wJ�&³x�?r?�����?s�rY¾TÈ7s�rOÉ,|¡w�Â(|§�Y��}���|U�~�W�?�OsY|~|��?�~�W|�zR}�rO�~��w=�?z{}Y|�zO¬Rs�|~�����O��¬O����W}��<�~�O|x�O��}Y|��W|���|�s��Y|x�Y�?r?�����?sY�O�<�����O�~���Y�?z{�O��rY¾´yrO�~��w=�OzO}Y��w ����|����<©½ª,�Y|4z{}Y�
��z{�O|~}<Â(��|�sY�����§��r�Â��W�?|��Y ±���OzO�O}Yt§��w=�TÂ(|~z�?tvz{¬®�������{��¬? ��O�<r{sY�½�®��rT�Y|~��z{�O|°�~rOw=�?��z{�T�Yz{|���¬OsY�?���R�O�Y}�|��W|���|�sY�Y���Y�<rO�~���Os��O�?�����{��~�����Oz{�?��r�¾
õ ��þu����`�=��<ü����b8e¬£ùu¬2î�¸Óµu³ÄÖu´2Ã�³Z¯Ä´2¿?·Zµu¶	Ø$³Z½0®�µu³ZÐZÃ$³"³[½0Ã$³0¹ÛÏ�®°Ö*ÐZÑ�¶ÛÃ$®�±�®°¾u³á±¶$Ã�´%¸Óµ*Ð�®°¾*¸

(t, t+ δt)
Ã$¸�Ï�®,ÐZ¶u¯Ä¶$´û³[´

t
¶¡µ	®,Ð,Ã$®

P

(

N(t, t+ δt) = 1
)

= λ δt + o(δt),
¢r�Y¾ �?¨

®�Ð�¸Óµu³ÄÖu´2Ã�³Z¯Ä´2¿Ò´2³Zàá³0Ë
Ì	´2³MÃ�¶À³Z½0Ã�³[¹¡Ï,®lÖ*ÐZÑ�¶_Ã$¸Ô·,µu¶u½0¸°´øÃu®M´%®ZÑ�³á±éÉå¸Ô¶�Ã$´2¸ëµuÕÐ,®l¾*¸
P

(

N(t, t+ δt) = 0
)

= 1 − λ δt + o(δt).
¢p��¾ ��¨
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õ ��þ*����`f=ª�<ü
�
�£8Ý¬ ��¬¹,�¶$¯²¾u³<Ï�®°Ö*ÐZ³[Ñ

N(0, t)
Ëk·Zµ*¶+Ø$³Z½ãÖuç<¶	Ø£Ð¡´%¸ÄÌ�¸°Ã�¶u¸ÒÐÈµ�¸²±�¸ÄÃ$ÕÃ�³Zàá³%¶�Ã$´2¸ëµ*Ð,®°¾*®2½ã¾u¶�Ã$³0¹

t
Ë
Ö*Ð°¾	Ö*¸Ä´%¯èÖf¯lÆÞÐ�Æ Ëª¶+±�¸Ä¼�ç%¸Ä¹"·$»�®,¯l¯Ä³[Ã�³ZÐ,¯°Ñ�³Z¸Jµ�®,¯°·Zµ*¸l½[¸ÄÕ¾*¸ÄÃ$¶$¸%ìâö�Æø÷ÄíÀ¯M·$®Èµ�®°±Ò¸Ä´�µu³È±

Λ = λt
Æ

õ ��þ*����`f=ª�<ü
�
�f8e¬ù8e¬�î
µ*¸²±Ò¸ÄÃ�Ã$Îª¸�¶�Ã$´2¸ëµ*Ð,®°¾uÎ
{ei}i>0

±Ò¸ãÉå½l»�½[ÐZ»0±�Ö?·�³Z¯²¾*¸°½0³[ÕÐ,®Z´%¸²¾u¿�Ã$Îe±M¶_±�³È±�¸°Ã�´%®°±M¶"·,µu¶	Ø$³[½[®%Ï,®°Ö*Ð,³0Ñ�¶�±Ò¸Ä¼�´ ð Ñ�¯°·�³[Ã$¸°Ã�Å$¶$®°¾u¿�Ã�»�¼éÁkÆ µ�Æ�¯·$®Èµ�®°±Ò¸Ä´�µu³È±
λ > 0

Æ
�½��rO �tv�<r{|�z?�À�����Otv�Y�O��sY|�s��Y|§��©«�?�O�~�®�¡�WsY�O�~�x�Y °Ä�zO����zO}Y|��&��z{�O|~}?Â��W|~sY�Yu��O��|���Y|�z® ¡r®���?�O�Ou����Y}�r{�?|����W�Y�O�<��z{¬x���W�?�?�,�W}Y�����Y�@¾+D�z{�Oz�}�|� ��¡��¬�z�rOzxw=�TÂ�sY���~�x�O}�w=�<����Y}Y�?�?rOz{¬(������|����<©½ª,|¡w_�O���W|

gJ�<ý$�
����'U8e¬£ùu¬:ù�´%Ð,¸ëµ$É�½[¸°Ã�¶�Öæìcú�Æ�ïáíZÕãìcú�ÆøúÄí ð Ñ�Ð,¶$Ð,®°¾*¸°Ã�´2Ã�ÎQÆP"M¼�Ú0³Zàá³2¶+Ï�Ã�¶+Øf½0³[Õ¯Ä´%®Z´2³0Ì	Ã$³�½ã¾	Öa³[·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶�Ö¥¯Ä´%®ZÅ�¶$³[Ã$®Èµ*Ã�³Zàá³�³Âµ�½0¶�Ã$®áµuÃ�³Zàá³�·�³[´2³[Ñ�®UÚZ¸áÏU·$³Z¯²¾*¸ÄÕ½[¸Ä¹$¯°´2Ð,¶�Ö$Ë�Ã$®lÏ,ÎªÐ,®,¸²±�³Zàá³<·$³0´2³[Ñ�³á± Ç »�®,¯l¯Ä³[Ã$®�Æ
 �¡o¢G£o¤b£�¥P¦�§�¨-©K¥PªL¡�«
� 8e¬£ù �

⇒
� 8Ý¬ � � O¸x�?Â�sY��sWr{uYz{���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬&�Y}Y���<�¡��r�}Y�O�?sY�

n
 ¡r��Y�O�?�ÁsWr&�YsYz{|~}Y�?r{��|®�O}Y|¡w=|��sY�

(0, t)
�J ~s�r��7�?|�}Y�T�Yz{s��?��zOsYtv|���r{}�rO�Yz{|�}�����z{���Y�_�Y�?z{�O��r�����É,¬�sWr �O|¡�����Os�|��YsY�wyr����<w_�?z{}Y|� ~��|®�O}Y|¡w=|�sY�������Ys��Ou

δt
¾�½�O�? �s�rT�Y�Ww7�������<w=�<©��?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬

pn(t) = P

(

N(0, t) = n
)

.
¢p�Y¾5�O¨

¥��?�À��r��Y ®Ê«z{�?|�}<Â��W|�s�������¾6¼x�Y�O�����Y��w
p1(δt) = λ δt+ o(δt)

�
p0(δt) = 1− λδt+ o(δt).

¢p�Y¾ �?¨
ÈU|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬���}Y���?�¡�@r����O�<�Á���?�{��|~|R ¡r��Y�?�O��s�r&�YsYz{|~}Y�?r{��|®�O}�|~w=|�s��������YsY�?u

δt�O�?�O �sWrT�Y��w7�Y|~}Y|� 
ψ(δt)

���x�����Y�O��¬O ~�O�<r{sY�Y|¡w�¢p��¾ �<¨�s�r{u���|~w§�Y�YzO�

ψ(δt) =

∞
∑

k=2

pk(δt)

= 1− p0(δt) − p1(δt) = o(δt)
�Y}Y�

δt → 0,
¢p��¾56O¨

zT¾ |?¾Y}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{|~w=tvu��Y�?z{�O���O��r{ ~tv�?rO|�zO�À���?}?�W�Ys�rO}YsYt°w§¾
´=rO ��W|�����w[z{|~�Y|�}�¬��OzO}Y|� ~�O�

(0, t)
sWr

m
}Wr{�Os�t§�Á��r?��z{|~u � �Y�O���TÂ���w

δt = t
m

¾ÊÆ��z{}�|~wJ�Y���
m → ∞

¢Ç��z{�O�?tL�Y}Y�$Ä�z{�<w
δt → 0

¨��@w=t­�W�O�?�{��¬?sY�������?}Y���Y�O�����Y��w
m > n

¾Y³x�<�����{��¬?�Y��}�rO�~��wyr{zO}Y�Y�?rO|~w=tvu����Oz{�?���O}?�W��s�r{}Ys�tvu��?�?|������Y�Ys�r
n
���OsY|~���s�rY�Jr

m → ∞
�Jz{� �?��|��À��r�s�rOu��W|~zO�À�7zTrO���O|

m0
�Ås�rT�Y�YsWr��7�����Oz{�?}Y�O�~�����Y�7�?��|��

m > m0
��w=�<w=|�sYzOt �Y}����?�¡��r,�?��|��

n
 ¡r��Y�?�O���?��r{Â��<z?�À���Y���¡�WsY�?w=����}�rO ����Y��sYt§��YsYz{|~}Y�?r{�Wr��4���W�YsYt

δt = t
m

¾Æ³x}Y��Ä�z{�<w­}Y�O�?sY�
(m − n)

�YsYz{|~}Y�?r{���O�$�O��r�Â���z���À� �Y�?��z{t°w=���·zT¾ |O¾@sY|&���¡�W|~}?Â&r{ª(��w=� sY�$�¡�WsY�O�~��w=�?w=|~sYz�r���}Y���?�¡�@r� ~r{�Y�O�Y�å¾�¿®rO��Y ��?|~��z{sY�����O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬7}�rO ~w=|~ª,|�s����
n
�{¾ ��¾U�

m
��sYz{|�}��?r���r����Ww=|�|�z��O�Ys��?w=���r���¬?sY�O|«}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|&¢£��w§¾�¢í¹�¾ �?¨ ¨�¾�³x�OÄ~z{�?w=�&}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�Y|½�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{�4¢p�Y¾5�O¨
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�?����|~w4������rOz{¬®��r{���Y}Y|��W|��W¬OsY��©��x�?}�w=�,�?�YsY�?w=�Wr���¬?sY�O�~�R}WrO����}Y|��W|���|�s�����¾�Í.���Y|��z{�<w ¢r�Y¾ �?¨Æ���Y�

δt = t
m

���{�����Y��w

pn(t) = lim
m→∞

(m

n

)(

p1(t)
)n(

po(t)
)m−n

= lim
m→∞

(m

n

)(

λ
t

m

)n(

1 − λ
t

m

)m−n

= lim
m→∞

m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

mn

(λt)n

n!

(

1 −
λt

m

)m(

1 −
λt

m

)−n

=
(λt)n

n!
exp(−λt).

¢r�Y¾ 4?¨
¦Lw=t �Y}Y�YÉ,�����Á�Y�<rO�~���Os��O�?�����?w=��}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y©,��zT¾ |O¾��Y�?��r{ ~r{�������Yz{�&�Y}��Á�?t§��Y�O��sY|~sY�Y��Ê«z{�?|�}<Â��W|�sY�Y����¾6¼xÊ«zO�O|�}<Â��W|~sY�Y|��Y¾ ¹(z{�TÂ(|®���Y}�r{�?|����W�Y�O�W¾
� '�����D�'�ü��
��8Ý¬²ù$¬3&
³ZÐ,¸Óµ*º2¸°Ã�Ã�³Ô®,Ã$®°¾u³Zàá¶�Ì	Ã$³J·�³[Ñ�®lÏ,ÎªÐ,®,¸°´2¯ÈÖ$Ë$Ì	´2³�µ	®�¯Ä·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶$¸
P

(

N(t0, t0+t) = n
) ´%®ZÑ�É�¸�Ñ�®ZÑÒ¶

pn(t)
Ö*Ðl¾	Ö*¸Ä´%¯èÖ�·$»�®,¯l¯Ä³[Ã�³ZÐ,¯°Ñ�¶+±Ûµ	®,¯°·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÕÃ$¶$¸²±�Ëu®�Ï,Ã$®,Ì	¶�´åÃ$¸ªÏ�®,ÐZ¶$¯°¶�´é³[´

t0
·,µu¶�¾u¼�Ú[³È±

t > 0
Æ Ç ³[¯²¾*¸l½0Ã$¸°¸ä³°ÏZÃu®ZÌ�®,¸°´�ìÓ¯²±<ÆôJ·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶$¸3ú�Æ û,í[ËQÌ	´<³�µ�®,¯°¯²±Ò®Z´�µu¶$Ð�®,¸²±MÎ�¹�·�³[´2³0Ñ�Ö*Ð°¾	Ö*¸°´2¯ÈÖU¯Ä´%®ZÅ$¶�³[Ã$®Èµ*Ã�Îe±<Æ

� 8Ý¬ � �
⇒
� 8e¬£ù � O1xz{�?�Ot.�W�O��r{ ¡r{z{¬xÄ~z{�Oz��®rO�YzR�W�?��z�r{z{�?�YsY�®�Otv������rOz{¬R���Y���YsYzO|�}Y�<r��Wrx�?}Y|~w=|~sY����W�YsY�Ou
δt
sY|��?�T�?�¡�W��w=tv|�sWrOw­�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO�_�Y�$�x�?}�w=�¡��|����?rO�~���?sY�O�<�����O�~��}WrO����Y}�|��W|���|�sY�Y��¢p��¾ 4<¨��@r� ¡r{z{|¡w1�O�<���Y�O��¬O ~�O�?rOz{¬?�À��}�r{ ����TÂ(|~sY�Y|¡w[Ä������Y�?sY|�s�z{t­����z{|���Y|~sYsY�?uÁ}<���GO

p1(δt) =
(λ δt)

1!
e−λδt = λ δt

(

1 − λ δt+
(λ δt)2

2!
− . . .

)

= λ δt+ o(δt);

p0(δt) = e−λδt = 1 − λ δt+
(λ δt)2

2!
− . . . = 1 − λ δt+ o(δt).

¢p��¾ /<¨
¥�|¡w���r?w=t°w[w=t
���O��r{ ¡r��������Yz{���Y}�� �Otv�Y�O��sY|~sY�Y��Ê«z{�?|�}<Â��W|�s����f�Y¾ ¹�Ê«z{�?|�}��Â��W|~sY�Y|��Y¾Ï¼Rz{�TÂ(|x�O��rO �tv�?rO|�zO�À�����Y}�rO�O|������Y�?t°w§¾

� '�����D�'�ü��
�28e¬Þ�Ý¬Jîb»�¯²¾u³ZÐZ¶�Ö�ØÄù�´%Ð,¸ëµ$É�½[¸°Ã�¶�Örú�Æ�ö<·�³[´<³[Ñ�´%®ZÑ�É�¸�³[Ñ�®0ÏZÎªÐ,®�¸Ä´%¯èÖ³èµ*½0¶$Ã$®Èµ*Ã�Îe±�Ë�·$³[¯°Ñ�³á¾u¿�Ñ�»�¶+Ï"ìcú�Æøüãí¡¯²¾*¸l½l»�¸Ä´<Ë�Ì	´<³2¶fÐ ð ´<³á±÷¯²¾u»�Ì�®,¸%ìcú�ÆaýÂí¡Ú[»�½[¸Ä´ÐZÎ�·$³È¾uÃ+Öu´<¿�¯èÖ�Æ
� 8Ý¬ � �

⇒
� 8e¬ù8 � O�½�Y|~�O���Ws����Y�YzO����©½�O�Ou��?}Y|~w=|~sYsY�Ou���sYz{|�}��?r��

ei
w=|�Â��W�Á��©«�?t°w=���W�O��wJ���Y�O�����|��W�?�?rOz{|���¬?sYt°w=��w=�<w=|�sYz�r?w=����}Y���?�¡�@r� ¡r��Y�O�?�.�Y}�|�����zTrO�{�Y�Y|~z4���O�?�Ou���������r{uY�sY��©L�?|������Y�YsY�?¾�q��Y��s�r��<�TÂ��W|�sY�Y��|~|,�&¾ }å¾��O�<���Y�O��¬O ~�O|¡wy�À��z{|~w1�®rO�Yz{�<w§�Y�Yz{������?�Y}Y|���|���|~sY�Y©­�x��sY� � �Y�����W�Oz{sY�<��z{��}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y�Á�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{|~uÁ�Ww=|�|~w

f(t) δt = P
(

t < ei 6 t+ δt
)

,
¢p�Y¾Ï¼~º<¨
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�Y}Y�Y��|~w7�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬(����}�r{�<r�|~��z{¬,s����Yz{���YsY�?|O����r{���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬,�Y|~}Y�O�?������}Y����?�¡��rU�?�Y|�}Y|��WsY�?u½ ¡r��Y�O������r§�Oz?���Y|~zv�O}Y|¡w=|�sY�

t
�O���W©«�Y|~sR�°w=�<w=|�sYzv��}Y���?�¡�@r���}Y|��Wt§��W��ª,|~u� ~r��Y�?�Y��¾�¸x���Y}Y���<�¡���Y|�}Y�?�Ou��O��|�}Y|��WsY�Ou� ¡r��Y�?�Y��s�r��Ys�z{|�}Y�<r���|

(t, t + δt)�O ~s�rT��r{|~zT���Yz{��sY�$�¡�WsY�Ou� ¡r��Y�?�Y� sY|(�Y}Y�YÉ,���ÁsWr��YsYzO|�}Y�<r���|
(0, t)

��}��O�Os����¡�Ws�r�Y}Y�YÉ,�Wr� ~r��O}�|~wJ�
δt
¾W¶�z{�O�À��r(�Y���x�?}�w=�¡��|�¢p�Y¾ 4?¨���w=|~|~w

P
(

t < ei 6 t+ δt
)

= p0(t) p1(δt) = e−λt (λ δt)

1!
e−λδt =

(

λ e−λt
)

δt+ o(δt).¢r�Y¾Ï¼O¼¡¨¸x|��Y�<��}Y|�����zO�O|�s�sY�(�� �¢p�Y¾Ï¼~º<¨��4¢r�Y¾Ï¼O¼¡¨U����|��W�?|�zT�Y�YzO�
f(t) = λ e−λt,

¢r�Y¾Ï¼¡¹O¨
rRÄ�z{�®�? �s�rT��rO|�z�¢£��w§¾�¢²¹Y¾ �+6{¨Å��¢í¹�¾ ��4<¨ ¨��O�Yz{���{¾ ��¾

ei
��w=|~©«z®Ä~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY��©��&¾ }�¾��z{|~w���r?w=t°w����Y}�r{�?|����W�Y�O�<��z{¬�Ê«z{�?|�}<Â��W|�s�������¾ �(�Y�O��sY�?��z{¬O© �W�?��r{ ~rOs�rY¾

� 8e¬ù8 �
⇒
� 8Ý¬ � � O
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H(t) = E[N(t)]
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H(t) =
∞
∑

k=1

P(N(t)>k) =
∞
∑

k=1

A0 ∗A
k−1
∗ (t) = A0 ∗

∞
∑

k=0

Ak
∗(t)

¢r�Y¾Ï¼l�<¨
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H0(t)
¾9¶«s�r����?���Y��sY�O|7¢p��¾6¼0�?¨��Y}�|�����zTrO�{��|~sY�Y|��±Ä�z{�<wÃ��������rO|O�y�O��|��O���WsY����Y}���w=|�z����W|��W��©«ª(�Yu��O����O

H0(t) =

∞
∑

k=1

Ak
∗(t)
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k = 0
����Y|�}�|��Y�YÉ(|~w��Otv}�r{Â(|~sY�Y|½���Y�

H(t)
����|��W��©½ª,��w��O�?}�r{ ~�?w�O

H(t) = A0(t) + A0 ∗
∞
∑

k=1

Ak
∗(t)

¦®���Y�{��¬? ��O���O�O�? �s�rT��|�sY�Y|&¢p��¾6¼l�<¨����Y�{�����Y�Ww.���?�Oz{s��OÉ,|~sY�Y|EO
H(t) = A0(t) + A0 ∗H

0(t)
¢r�Y¾Ï¼0�?¨

³x}Y|~�O�?}�r{ ~�{�$�?z{�O}��Ou7����|~s_����}�r{�?�Ou±��rO��z{�.Ä~z{�O�~�����?�Oz{s��OÉ,|~sY���7�Y�����O�?u���z{�<rOw���O|�}�z{�Y�����x���Y|~z{�?w��Y}Y|�����z�rO�{��|~sY���4¢r�Y¾Ï¼l�<¨
A0 ∗H

0(t) = A0 ∗
(

A ∗
∞
∑

k=1

Ak−1
∗ (t)

)

= A ∗A0 ∗
∞
∑

k=0

Ak
∗(t) = A ∗H(t) ,

�Y�O�����Y��w§���YzO�����Y}�rO�O|������Y�?�(z�r{�YÂ(|x������|��W��©«ª,|~|����?�Oz{sY�?É,|~sY�Y|bO
H(t) = A0(t) + A ∗H(t) .
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� ��<�Oz¡��Ä~z{�Oz7z{|~}�w=�Ys���}�r{�?����¬Os�|�|��Ot§���±�?t �?z{sY|~��z{�[���YÉ(¬7�L¢p��¾6¼0�?¨��y���?�����O��¬O�Y����O�OzOsY�OÉ(|�sY�Y|(¢p�Y¾Ï¼l�<¨y�Y}�|�����zTrO�{�Y�Y|~z,���?�O�?u�����|��W��©«ª(|�|«��sYz{|��~}�r��W¬OsY�?|«��}�r{�?sY|�s��Y|�?z{sY�?���Yz{|���¬OsY��sY|~�Y ��?|~��zOsY�Ou��x��sY� � ��� H(t)

O

H(t) = A0(t) +

∫ t

0

H(t− x) dA(x) .
¢p��¾6¼Z6{¨

�°�WsWr{�����x�O}�wyr{��¬OsY��w=�TÂ�sY�������?�Oz{s��OÉ,|~sY�Y|�¢r�Y¾Ï¼0�O¨U��}Y|�����z�r{�O��z{¬�������|��W��©«ª(|~w¯��YsYz{|~��}�r{��¬OsY�<w7�O���W|<¯`O
H(t) =

∫ t

0

(

1 + H0(t− x)
)

dA0(x) .
¢r�Y¾Ï¼l4<¨
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���Y� �Y�?z{�O��r�³x�<rO�~���{�s�r�}Wr{�OsWr
λt
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H0(t) = λt,

¢p��¾6¼0/?¨
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λ > 0
�9s�|����Oz{�?}�r��Á�Y�{���TÂ��YzO|���¬?s�r����<�?s���z�rOsYz�r<;�¯�½�O�O ~s�rT�Y��w

h0(s)
�
a(s)

ã��Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s����&ç��µè�ê§�x��sY� � �Yu H0(t)
�
A(t)

���O��Oz{�?|�zO��z{�O|~sYsY�v�®�Y}���w=|�sY�Ww�Ä�z{�°��}Y|��?�O}�rO ��O�<r{sY��|Å�®�?�O|��Ww���r?��z¡��w��Y}Y|�����z�r{�O��|�s����¢p��¾6¼l�<¨�¾Y¥å�O�À��r��Y�����O�OuW��z{�?���Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY�������?|�}YzO�Y���Y�{�����Y�Ww
h0(s) =

∞
∑

k=1

ak(s) =
a(s)

1 − a(s)
,

¢r�Y¾ ¹{º?¨
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a(s) =

∫ ∞

0

e−sx dA(x) < 1.

³x}Y��w=|~s���� z{|���|�}Y¬��Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY�Y|�ç·�éè<êR���O�?|���w[�WrO��z¡��w­¢r�Y¾Ï¼l/?¨��W���{�����Y��w�}�r���O|~s���z{�?�
h0(s) =

λ

s
.

¢r�Y¾ ¹�¼¡¨
Í�}�r{�?sY�Y�<r��$¢r�Y¾ ¹{º?¨��±¢p��¾ ¹Y¼¡¨��� ¡r{���W©«��rO|~w§�Y�YzO�

a(s)

1 − a(s)
=

λ

s
,

�Oz{�����@r�w=�TÂ�sY�&s�rOuYz{�
a(s) =

λ

λ+ s
.

¢r�Y¾ ¹O¹O¨
¸x�&Ä�z{�&�O ~s�rT��rO|�z��Yz{�

A(x)
ã�Ä��������OsY|~s � ��r{��¬Os�r{�Á�&¾ }�¾Ó·¦x �|��W��s���z{�?|�sYs��?��zO�4�?�O}�rOz{sY�?�����Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s����$ç·�éè<ê¡¾��Y�{�W�<�Wr{|~w§�å�Yz{��z{|¡w
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[0, t]

Ë�µ	®�¯Ä´%¸Ä´~¾u¶$Ã$¸°¹�Ã�³%¯Ôµu³Z¯Ä´2³È±
t
ËQ´%ÆÞ¸0Æ�Áª»�Ã�Ñ�Å�¶�ÖæÐZ³Z¯°¯Ä´%®ZÃ$³[Ðl¾*¸ÄÃ�¶+ÖUÑ�³[´<³èµu³Zàá³¾u¶�Ãu¸Ä¹�Ãu®Ò·$³�ÐÈµ*¸²±Ò¸ÄÃ�¶£ì

H0(t) = λt
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H(t) = λt.
¢r�Y¾ ¹,�<¨

�½�?�O �sWrT��r��
h(s)

�
a0(s)

ã���}Y|��?�O}�rO ��O�<r{sY�Y��ç��µè<ê®�x��sY� � ��u H(t)
�
A0(t)

���?�Oz���?|�zO��z{�O|~sYsY�������Y}���w=|�s�����Ä�zO���Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s��Y|«���O�?|���w���rO��z¡��w_�Y}Y|�����z�rO�{��|~sY���¢r�Y¾Ï¼l�?¨����Y�{�����Y�Ww

h(s) = a0(s)

∞
∑

k=0

ak(s) =
a0(s)

1 − a(s)
.

¢p�Y¾ ¹Z��¨
³x}Y|~�O�?}�r{ ~�O�?rOsY�Y|§ç·�éè<ê9�?z��O�?|�������rO��z{|�u�¢r�Y¾ ¹,�<¨Å��rO��zT�?�,���O�?©��O�Y|~}Y|���¬��{}�rO�O|~s���z{�?�

h(s) =
λ

s
.

¢p�Y¾ ¹��?¨
¦x �¢p��¾ ¹,�<¨9�7¢p�Y¾ ¹��?¨� ~r{�Y��©«��rO|~w§���YzO�

a0(s)

1 − a(s)
=

λ

s
,

�?z{�Y�~��r&��}�rO ������{������rO|�zO�À������|��W��©«ª,|~|®���O�?z{sY�?É,|�s��Y|bO

a0(s) =
λ(1 − a(s))

s
.

¢p�Y¾ ¹,�<¨
³x�����O�?u���zO�?rOw]�Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s����[ç��µè�ê�Ä~z{���O �sWrT��r{|~z¡�§�YzO����}Y���<�����?�O�Y�f¢p�Y¾ ¹,�<¨���À�<�¡�WsYtv|��x��sY� � �Y�_}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY��� A0(·)

�
A(·)

z{�TÂ�|��W�O�YÂ�sYt®�J�ÁsY|~�O�T�?�¡�����w=�<��z{¬?©,�@�Otvz{¬����{�Y ~rOsYtL���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½ª,��w#¢p�Y¾ ¹,�<¨«���O�?z{sY�OÉ(|�sY��|~w�����|��W��©½ª,|��~��?����r+O
A0(t) = λ

∫ t

0

(

1 −A(x)
)

dx .
¢r�Y¾ ¹�6O¨

�·r?w=|�z{�Ww§�°�Yz{�1�Ys�z{|��~}�r��L����}�r{�<r��1���?���W|��WsY|¡w ���O�?z{sY�OÉ(|�sY��� �?�Y}Y|���|���|~s �Y}����©½�O�?uL�&¾ }�¾
A(x)

�x�¡�Ws�rO�������Y�­���O}Y}Y|~�Yz{sY�<��z{� �O�Y}Y|��W|��W|�sY���L�x��sY� � �Y� A0(t)w=t �W�O�YÂ�sYt ���Oz{}Y|~�O�?�?r{zO¬��y�Yz{�?�Ot �O��}Y|��W|��Y�Y|~wyr{�[�x�?}�w=�¡���Ou­¢r�Y¾ ¹�6{¨&�x��sY� � ����W|~u���zO�O�Yz{|���¬Os����?t§�Wr��x��sY� � ��|�u4}�rO���Y}Y|���|���|~sY���1¢£��w§¾U¢²¹Y¾ /<¨ ¨�¾Å¦x ��O����r��x�?}�w=�<���t ¢p��¾ ¹�6{¨,����s��$�W�YÉ,¬W�Æ�Yz{�_�x��sY� � ��� A0(t)
ã.sY|��?z{}Y� � rOz{|��W¬Os�r��Æw=�OsY�?z{�OsYsWr±�

A0(0) = 0
¾Æ¸x�$���Y��zO�O���W�y�Yz{�?�Ot

A0(t) → 1
�Y}Y�

t → ∞
w=t]�W�O�YÂ�sYt®�y�Y��Y}Wr{uYsY|~u�w=|~}Y|O���Y�Oz{}�|��O�?�?rOz{¬�����ª,|~��z{�O�?�?rOsY�Y|RsY|~���O�?��z{�O|~sYsY�?���,��sYz{|��~}�r���r

∫ ∞

0

(

1 −A(x)
)

dx < ∞ .

È§�����?w=�Ys�r{�&¥å|��?}Y|~w=��¹�¾Ï¼�¢Ç���?tv�Y������|�sY����w=�?w=|�s�z{�O���O¾ �W¾ ¨��O ~r?w=|�z{�Ww§�?�YzO������rO ~rOs��s�r{�®�OtvÉ,|9�O|��W�Y�Y�Ys�r°�Y}Y|��@��z�r{�O�Y�Y|�z°���O�O�?ux�Y|�}Y�?tvu,w=�?w=|~sYz°}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y�
A(x)

¾
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¥årO�Y��w��O�?}�r{ ~�?w§�?���Y��z{�O�~���Y��z{�O�?t ���?�Oz{s��OÉ,|~sY�Y|�¢p��¾ ¹�6{¨� ~r���r{�<r������W|�uW��z{�?�Yz{|��W¬{�sY���&¾ }å¾

A0(t)
w=tL���{�YÂ�sYt �W�O���{��sY��z{|���¬?sY���Y�Oz{}�|��O�?�?rOz{¬Á���?sY|��Ys��?��zO¬���|�}Y�?�O���w=�?w=|~sYz�r(}WrO����}Y|��W|���|�s����

A(x)
��zT¾ |O¾

a1 =

∫ ∞

0

(

1 −A(x)
)

dx < ∞ .
¢p��¾ ¹�4?¨

¸x�,��z�r{���?w_��������r{|R���Os���z�r{sYz�r
λ
ã��YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬��Y�?z{�O��r��<Â�|½sY|xw=�TÂ(|~z,�<��z�r���?rOz{¬?�À���Y}Y�?�Y ��?�{��¬?sY�Ouå�<r(�«sY|~�O�T�<�¡�W��w=�?��z{¬O©1�W�{�YÂ�s�r,�Otvz{¬�}�rO�OsY�?u

(1/a1)
���YzO�{��Ot �����O�{�W|�z{�?�O}<�����?��¬,�<�����?�O�Y|RsY�O}Ww=�Y}Y�O�?�Y�

A0(∞) = 1
¾¦Lz{�?�À��r&���?�Oz{sY�?É,|~sY�Y|�¢p��¾ ¹�6{¨9�Y}Y��w=|~z��O���OsY�Wr{z{|���¬OsY�&���W|��W��©«ª(�Yu��O����O

A0(t) =
1

a1

∫ t

0

(

1 −A(x)
)

dx .
¢p��¾ ¹�/?¨

³x}Y��Ä�zO�?w��?�����O�?�Y��s�r{É]�W�����?w=tvu�}Y|~�Y��}Y}Y|~sYz{sYtvu ���Oz{�?���O�~�W|�z���w=|�z{¬Á����|��W��©°�ª,��©Ø¢ ����sY|�uYs��<© �Y�&�O}Y|¡w=|�sY�W¨§�x��sY� � �Y©­�O�<����zTrOsY�O�O��|�s����PO
H(t) =

t

a1
.

¢r�Y¾ �Oº?¨
¦ w=t
�Y}Y�YÉ,����������|��W��©«ª,|¡w=�LO
ú%������=ª���
�<ü����%8Ý¬ÞXÝ¬!&$µ*¸l½l¶�µ*¸°Ñ�»ãµ�µ*¸°Ã�´2Ã�Î
ØÀ·�³[´2³0Ñ�³ZÐÒ¯kÏ�®,½[¸ÓµuÉÊÑ�³0¹�Ëe´2³È¾u¿�Ñ�³M´2¸·�³[´2³0Ñ�¶�Ë�½ã¾	Ö�Ñ�³[´2³Âµ*Î
ØUÐ,Î�·�³È¾uÃ+Öu¼�´2¯ÈÖ�»�¯²¾u³ZÐZ¶+Ödìcú�Æ�öE÷Äí<¶dìcú�Æ�ö�üãí[Ë�¶�±�¸°¼�´å¾u¶$Ã$¸°¹�ÕÃ�»�¼b·�³MÐÈµ*¸²±Ò¸ÄÃ$¶�Áª»�Ã$Ñ�Å�¶$¼CÐZ³Z¯°¯°´2®,Ã�³ZÐ°¾*¸ÄÃ$¶�Öfìcú�Æøú<Aãí�Æäý$®ZÑ�¶u¸�·�³[´2³[Ñ�¶�Ã$®lÏ,ÎªÐ,®Z¼�´2Õ¯èÖ_�=ý��Yý$#Ý'��ß�W]"'+��=u��'×ìCBªÆED'ë)êEF�í�Æ
� '��ß���	�
�2�!D��Yý÷�=ý��Yý$#(]<>$'Yû?ûOýWü�'÷�·þ$�
�Ý���Yû0� þ��Yý÷`f�#û�'��xýu�­þ$�
�+�ß�û�D�'�û,��üJÿ%�fûZ��>MD
'��+� �=ý��Yý$#Ý'�]"'+��=u��'�û

A0(t) = A(t) = 1− e−λt ¬�]��=ý�þ*���
#Ý'þWÿ%�=ý��=ü
�?ü����Øü���ýuc+;Wý�=����Rÿ%;��	���+c�ý�þ*'�ü��
- �
��#�ýu���<üÝ=�>$���Yû0�]þ~#Ý'bD
��û,��þ*�û�'��xý�û,�Yý+��������=Wü=ý��?ý¹>��
�
'	`±ü��<ü��
��¬
�������*G HI�0	�34	��������
�
�/�.��	�%(�
	�34�J�(%&
'
�������%(����	��
�)�LKM34�
���
³x�O�Y}��O�O�?|~w�|�ª<j,}�r?��É,��}Y�Yz{¬Á���WrO�~�®}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=t§��}Y|~�Y��}Y}Y|~sYz{sYt§� �Y�?z{�O���?� ~rv���Y|�zv�<���WrO�{��|~sY���½zO}Y|��?�O�?rOsY���R�§���YsY|~uYsY�?��z{���x��sY� � ���R�?�?�~��z�r{sY�?�{��|~sY���(¢r�Y¾ ¹,�<¨�����T��}�rOs�����Ä�z{�Áz{}Y|��?�O�<r{sY�Y|����YÉ,¬Á�Ár?����w=�YzO�Oz{�Y��|?¾·Í���ª,|¡��z{�?�O�<r{sY�Y|,zTrO�Y�����Y�?z{�{����O���Y�¡�Wz{�?|�}<Â���r{|~zO�À������|��W��©½ª,|�u�z{|~�O}Y|¡w=�Ou
gJ�<ý$�
����'"8e¬ù8e¬�Ü � ������' �ON ¬/P Ïæn>Q0y �qß ïJ¯²¾u¶<µ*¸°Ñ�»Äµ�µ*¸°Ã�´2Ã�Î�¹"·$³0´2³[ÑÀ¯ÔÏ,®�½0¸ëµ$É�ÕÑ�³[¹f»�½0³[Ðl¾*¸Ä´%ÐZ³èµ	Ö*¸Ä´ñ¯²¾*¸°½0»�¼�ç<¶+±÷»�¯²¾u³ZÐZ¶+Ö	±

lim
t→∞

A0(t) = 1 ,
¢p��¾ ��¼¡¨

a1 =

∫ ∞

0

x dA(x) < ∞ ,
¢p��¾ �<¹O¨

´<³�¯°»�ç%¸°¯Ä´%ÐZ»�¸Ä´û·,µ*¸l½0¸²¾
lim

t→∞

H(t)

t
=

1

a1
.

¢r�Y¾ ���?¨
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 �¡G¢o£G¤`£L¥P¦½§�¨-©K¥Pª�¡S«
ÈU�?���Y�{�W¬O ��?|~wy�À�1�OzO�O}Yt°w �YsYz{|~��}�r{��¬OsYt°w �Y}Y|�����z�r{�O��|�s��Y|~w �<}Wr{�Os�|�sY�Yu
�O�<����zTr{�sY�?�{��|~sY���1¢Ç���x�?}�w=| ¢p��¾6¼04?¨ ¨�¾eiU�~�W|~w�z�rO��Â(|������Y�{�W¬O ��?�?rOz{¬�z{�Oz �®rO�YzT�å�Yz{�$�&¾ }�¾
06A0(t)61

�R�L�Yz{� �O�O|��x�<s�� � �Y� A0(t)
�
H0(t)

�Y�{���Y©«zO�À�LsY|~���Otv�?rO©«ª(��w=��x��sY� � ����w=�Á�?}Y|~w=|~sY��¾Í�s�rT��r{�Wr(� � |~sY��w��x�<s�� � �Y© H(t)
���O|~}<���LO

H(t) =

∫ t

0

(

1 +H0(t− u)
)

dA0(u)

= A0(t) +

∫ t

0

H0(t− u) dA0(u)

6 1 +

∫ t

0

sup
06v6t

H0(t− v) dA0(u)

6 1 +H0(t)

∫ t

0

dA0(u) 6 1 +H0(t) · 1
¢r�Y¾ �,��¨

q��Y�
�Y�{�����Y|~sY����s���Â�sY|�u�� � |�sY�Y���x��sY� � ��� H(t)
�?tv�O|~}Y|~wØ��}Y�O�Y ~�O�O��¬OsY�?|�Y�W�����

θ
¢
0 < θ < 1

¨��Yz�r{���Yz{�?�Ot

H(t) >

∫ t

0

H0(t− u) dA0(u) >

∫ θt

0

H0(t− u) dA0(u)

>

∫ θt

0

inf
06v6θt

H0(t− v) dA0(u) > H0(t− θt) A0(θt)
¢r�Y¾ ���?¨

³x�O�����Y|�sYs�tv|�� � |~sY�Y�.���Y}�rO�O|��W���Y�Ot#�����_��©«�?�O�~� }Y|����<}�}Y|�sYzOsY�O�~���Y�?z{�O��r �Á ~r{��W|~}<Â&���?u����&z{�?w��Y������|®���W�Y�����Oz{�?��r&³®r{��¬?wyr�¾
� ü�'ED
'+�
'�������=��Jý��yý+`?�
� �{�Yz{�®}WrO���~wyr{z{}��Y�?rO|�zO�À���Y�Oz{�?��³®r���¬<wyrY��rx �s�rT���Yz

A0(t)
��w=|�|~z����Y| � ��r��W¬OsY��©��x�?}�w=�,�Y}�|�����zTrO�{��|~sY����¢p��¾ ¹�/?¨��?� H(t) = t

a1

¾<¥��O�À�@r�Y �¢r�Y¾ �,�<¨U����|��W�?|�zT�Y�YzO�
1 + H0(t)

t
>
H(t)

t
,�?z{�Y�~��r

H0(t)

t
>
H(t)

t
−

1

t
=

1

a1
−

1

t
→

1

a1
,
��}Y�

t→ ∞ .

¥å|~w���rOw=t°w�w=t
�?��z�rOsY�O�?���������Yz{�

lim inf
t→∞

H0(t)

t
>

1

a1
.

¢p�Y¾ ���<¨
R �W|��Wr{|¡w±��r{��|�|x��¢p��¾ ���O¨� ~r?w=|�sY���Y|�}Y|¡w=|�sYs�t§�

x = t− θt
¾¥å�O�À��r

H0(x)

x
6

H
(

x(1 − θ)−1
)

x A0

(

θx(1 − θ)−1
) ,

¢p�Y¾ ��6O¨



�<¹ I�KML�NJL�Q	��N#�ÒHPUÀ¦3�~R�O¥¤¡HM§JH��MR  
R¡ �§eOä«þ«ÛH
zT¾ ��¾W���O� ��rO��s��( ¡rOw=|�s�|R��|�}Y|¡w=|�sYsYt§�

t = x
1−θ = x(1 − θ)−1 ¾³x�?���<�O��¬O���&w=t
�Y�?��r�}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w_�Y�?z{�O��³®r��W¬?wyrY��z{����¢r�Y¾ ��6{¨

H
(

x(1 − θ)−1
)

=
x(1 − θ)−1

a1
≡

x

a1(1 − θ)���Y�Y}��?w=|xz{�O�~���
lim

x→∞
A0

(

θx(1 − θ)−1
)

= 1 .

¸x�&z{�O�À��r
lim sup

x→∞

H0(x)

x
6

1

a1(1 − θ)
,

r,zT¾ ��¾��Y}�rO�?r{����rO��z{¬(s�|½ ¡r{�O�W���Yz(�Oz
x
�����Wr{}�r?w=|�z{}

θ
w=�TÂ�|�z,�?tvz{¬&�����{��¬������¡�Ws��wyr��å���OzO��©U��r��O���OsY�Wr{z{|���¬OsY���Y�O�����Y��w

lim sup
x→∞

H0(x)

x
6

1

a1
,

¢r�Y¾ ��4?¨
¦x �¢p�Y¾ ���<¨��±¢r�Y¾ ��4<¨9����|��W�?|�zT�Y�YzO������ª,|¡��z{�?�O|�z��Y}Y|��W|��

lim
x→∞

H0(x)

x
=

1

a1
,

¢r�Y¾ ��/?¨
¥�|¡w4�~rOw=t°w§��z{|~�O}Y|¡wyr«�W�O��r{ ¡r{s�r°���Y�&}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sYt§�(���Oz{�?�<�?�«�?|� § ~r��W|�}<Â��Y����zT¾ ��¾
H0(t)

ãÁ�x��sY� � ���Á�?�?����z�r{sY�?�{��|~sY�����Y�?z{�O��r��O|~ R ¡rT�W|~}<Â&����¾
 "'	#�ý�ü
��^ä�Q�
�
��=
�=ý��yý+`d��� ���Yz{�

H(t)
ã��x��sY� � �����?�?����z�r{sY�?�{��|~sY�����Y}Y�O�� ���O�O��¬OsY�?���(}Y|��Y��}Y}�|�sYz{s��O�����Y�?z{�O��r(�Á�?tv�Y�{��s�|�sYt����YÉ,¬��?�����O�?����z{|~�O}Y|¡w=t#¢r�Y¾ �Y¼¡¨�
¢r�Y¾ �?¹?¨�¾Jq��Y��Ä�z{�?u��x��sY� � �Y���Æ�?�Y|��?���WsY�W�Jz�rO��Â(|�����}�r{�?|��������Ot]� � |�sY���
¢r�Y¾ �,�<¨�1¢p�Y¾ ���?¨������{�����Y|~sYsYtv|�s�r?w=���W�Y�4��}Y�O�Y ~�O�O��¬OsY�?����}Y|����<}�}Y|�sYzOsY�O�~���Y�Oz{�?��r��& ¡r���W|�}<Â����Ou�¾¥��?�À��r,���Y��� � |~sY�Y��sY��Â�sY|~���&�Y}Y|��W|��Wr��Y �¢r�Y¾ �,��¨��x���Y|~z{�?w ¢p��¾ ��/?¨��Y�{�W�<����w

lim sup
t→∞

H(t)

t
6 lim sup

t→∞

(1

t
+

H0(t)

t

)

= lim
t→∞

(1

t
+

H0(t)

t

)

=
1

a1

¢r�Y¾ �?º?¨
¶��Y �¢p��¾ ���O¨��Otvz{|~��r{|�z�� � |�sY��r��O|~}?��sY|~�����Y}Y|��W|��Wr

lim inf
t→∞

H(t)

t
> lim

t→∞

H0(t(1 − θ)) A0(θt)

t

= lim
t→∞

H0(t(1 − θ)) (1 − θ) A0(θt)

t (1 − θ)
=

(1 − θ)

a1�½z{�Y�~��r&�<����|�����z{�?�Y|x�Y}Y�?�Y ��?�{��¬?sY�?��z{�
θ
w=�TÂ�sY�& ~rO����©«���Yz{¬�����z{�

lim inf
t→∞

H(t)

t
>

1

a1

¢r�Y¾ ��¼¡¨
¸x��¢r�Y¾ �?º?¨®� ¢p��¾ �W¼¡¨��O �sWrT��r{©½z�����ª,|¡��z{�?�O�<r{sY�Y|���}Y|��W|��Wr�¢p�Y¾ ���<¨��J�Yz{�4 ~rO�O|�}�É(r{|~z�W�O��rO ~r{zO|���¬<��z{�?�,z{|~�O}Y|¡w=t®¾



Q�� s��ÀP�O�HoU¡P¡Hk©�HoU¡PM¢��å¤¡HM§kH��ø¤���L� � �HJPML ���
f¡��p ® ×vÔ#8 Ó�Ô®á�Ô#8 Ó�Ö÷�5l�ÔM�½Ô®à h ��Û�ÒUÒUÔ®Ó�Û
³x�<��z{¬7z{|~�Y|�}�¬.�YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬.�Y�Oz{�?��r7w=|�s��Y|~zO�À���O�_�?}Y|~w=|~sY���Ur7�_�?��z�r���¬?sY�?w|~���,���O�O|��W|�s��Y|½�<��z�r{|~zO�À���Y}�|�Â�sY��w§��zT¾ |O¾Y�~�W�?�{��|~z{�O�?}?�Y|~z��Y}Y|��W�Y�O���TÂ(|~sY����w�¢r�Y¾ �?¨��¢r�Y¾ �<¨���s��&�x�Wr{}�r?w=|�z{}Y�<w

λ = λ(t)
¾¦®���Y�{��¬? ��O���?�O�? �s�rT�Y|~sY�Y|�¢r�Y¾5�O¨�����}Y|��W���{���TÂ���w1�Á��rT�Y|~��z{�O|(s�rT��r��W¬OsYt§� ���W|��W��©°�ª(�Y|,�<�����?�O���.¢£s�¾ �?¾ ¨«s�r

pn(t), n>0
O
p0(0) = 1; pn(0) = 0, n>1

�@z{��|¡��z{¬��Y}Y|�����Y�O���TÂ���w§���Yz{����w=�<w=|�sYz&�O}�|~w=|�s��
t = 0

�����W��z{|¡w=|®sY|®�Ot§����sY���¡�WsY�?uÁ ¡r��Y�?�Y��¾ÈUtv�Y�YÉ(|~w1�?tv}�r�Â�|�sY���������
pn(t + δt), n>0

�,z{�O�Ys��?��zO¬O©­��������|~sY�O�
o(δt)

������Y�{�W¬O ��O�����?�Ou���z{�?rÁ¢p�Y¾ �?¨9�±¢p�Y¾76{¨������Oz{�?}Ytv|°�W�Y��}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�O���(�Y�OzO�O��r,�?�<��W��z&�Oz¡������r{z{¬<�À�����YÉ(¬�z{|~w§���Yz{��z{|~�Y|�}Y¬
λ = λ(t)

¾�x��sY������z{�����Y�
n = 0

�?zO����zO��z{�O�Y|� ~r��Y�?�O�4��w=�?w=|~sYz
(t + δt)

�?�O ~w=�TÂ�sY������É,¬z{�?�À��rY�����?�À��r,�Y�ÁsY|x�Ot§�W��s����¡��sY�Ou���w=�?w=|�s�z
t
��sY���¡�WsY�?u� ¡r��Y�O���ÁsY|®��}Y�YÉ��W� ¡r½��}Y�?w=|�Â&��z{�?�

δt
�{��}Y�Y�Y|¡w�Ä~z{�����O�?tvz{����sY|� ¡r{�O�W����w=t®���Y�<�����{�W¬O�Y�����O�OzO�O|�z?��z{�?�?�©½ª,�Y|x��w��YsYz{|~}Y�?r{��t
�O}Y|¡w=|�sY��sY|x�Y|~}Y|~��|���r{©½zO�À��¾Y³x�OÄ~z{�?w=���Ww=|�|~w
p0(t+ δt) = p0(t)

(

1− λ(t) δt+ o(δt)
)

.
¢p�Y¾ �<¹?¨

q��Y�
n = 1

�xw=�?w=|�s�z
(t+δt)

�O�O ¡w=�TÂ�sYt.¹°�<r{}Y�Wr{sYz�r«���O�?tvz{�YuPO¡���Y�?�½�¡��s�r« ¡r��Y�?��r�<Â(|®�?t§�Wr�� w=�<w=|�sYz{�
t
��sY� �¡��sY�Ou�sY|���}Y�YÉ��W�� ~r

δt
�����Y�O��sY|��Ot§�W��sY� �¡�WsY�?u�W�

t
�Á}��O�Os����¡��s�r, ¡r��Y�?��r(�Y}Y��É��Wr& ¡r

δt
¾Y¥å�O�À��r

p1(t+ δt) = p1(t)
(

1 − λ(t) δt+ o(δt)
)

+ p0(t)
(

λ(t) δt+ o(δt)
)

.
¢p�Y¾ ���<¨

È1�?�Oª(|~w.��������r{|®rOs�r����?���Y��sY�(���{�����Y��w
pn(t+ δt) = pn(t)

(

1 − λ(t) δt+ o(δt)
)

+ pn−1(t)
(

λ(t) δt+ o(δt)
)

,
¢p�Y¾ ����¨

�À�W|
n
w=�TÂ(|�z&�?tvz{¬���©«�?t°w.�?z

0
�W�

∞
¾³x�<����|=sY|¡�����TÂ�sYt§�R�Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s��Yu½w=�TÂ�sY�§s�rO�Y����rOz{¬°���W|��W��©«ª(��©_������z{|~w=�R��}�r{�O�sY|~sY�YuPO































p0(t+δt)−p0(t)
δt = −λ(t)p0(t) + o(δt)

δt
p1(t+δt)−p1(t)

δt = λ(t)p0(t) − λ(t)p1(t) + o(δt))
δt

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
pn(t+δt)−pn(t)

δt = λ(t)pn−1(t) − λ(t)pn(t) + o(δt)
δt

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·ÊÆ��z{}Y|~wJ�����
δt→ 0

����}Y���W|¡w.�����W��z{|¡w=|R�W���®�x|�}�|�s � �Wr���¬?sYt§����}�r{�?sY|�sY��uPO






























dp0(t)
dt = −λ(t)p0(t)

dp1(t)
dt = λ(t)p0(t) − λ(t)p1(t)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
dpn(t)

dt = λ(t)pn−1(t) − λ(t)pn(t)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

¢p�Y¾ ���?¨

q��Y�[}Y|�É(|�sY�Y�[Ä~z{�Ou1������z{|¡w=t }�rO�~��w=�OzO}Y��wf�Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª,��© �x��sY� � �Y© ¢²��w§¾�?�Y}Y|���|���|~sY�Y|�¢²¹Y¾ ���?¨ ¨�s�rOÉ,|~uÁ�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO�
pn(t)

π(z, t) =

∞
∑

n=0

pn(t)zn.
¢p�Y¾ ���<¨
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�½zOw=|�zO��w­ ���|~��¬W�å�YzO� �Y�?�����{��¬?�Y�

pn(t)
 ¡r{�O�W��|��W�7�Oz

t
�Åz{���.���O�?z{�O|~zO��z{�?��©«ª(r{��Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª(r{���x�<s�� � ������z�r���r��x��sY� � �Y|�u��W�?�?�Á�Y|�}Y|¡w=|�sYs�t§�@¾Ê½w=sY�TÂ&r�����r�Â��W�?|°�Y R��}�r{�?sY|�sY��u�������z{|~w=t ¢r�Y¾ ���?¨ys�r
z
�����O�?z{�O|~zO��zO�O��©«ª(|�u���zO|���Y|�s����������WrT��tv�?r��Á ~r{zO|~w��?��|x��}�rO�OsY|~sY�����Y�?����|~sYsY�����Y�{�����Y�Ww

∞
∑

n=0

zn dpn(t)

dt
= λ(t) z

∞
∑

n=0

znpn(t) − λ(t)
∞
∑

n=0

znpn(t),

�����
∂π(z, t)

∂t
= λ(t)(z − 1)π(z, t).

¢r�Y¾ �+6O¨
´=|�É,|~sY�Y|®Ä~z{�O�~�(��}�rO�OsY|~sY����w=�TÂ�sY�&s�rOuYz{�����W|��W��©«ª(��w��O�O}Wr{ ��<w�O

∫

dπ

π
= (z − 1)

∫

λ(t) dt ;

[

lnπ(z, t)
]t

t=0
= (z − 1)

∫ t

0

λ(u) du ;

π(z, t)

π(z, 0)
= exp

[

(z − 1)

∫ t

0

λ(u) du
]

.

ÈL���?�Oz{�?|�zO��z{�O���$���Otv�?}�r{sYs�t°w=��s�¾ �O¾·��w=|~|~w
π(z, 0) = 1

�@�Y�OÄ~z{�?w=� �W�����?w=�?|,}Y|��É,|~sY�Y|x��}�r{�?sY|�sY�Y�4¢p��¾ �	6{¨��Y}Y�Ww=|�z��O���?sY��r{zO|���¬?sY������|����<©½ª,�Yu��O���GO
π(z, t) = e(z−1)Λ(t) ,

¢r�Y¾ ��4?¨
�À�W|

Λ(t) =

∫ t

0

λ(u) du .
¢p��¾ ��/?¨

´yr{ ���r{��r��Á�Y}Y�O�� ��O�¡�W�Yª,��©
�x��sY� � �Y©]¢p��¾ ��4?¨9��}<�����Y����z{|��Y|~s���w z �����{�����Y��w
π(z, t) = e−Λ(t)

[

1 + Λ(t) z +
Λ2(t)

2!
z2 +

Λ3(t)

3!
z3 + . . .

]

.

�½z{�Y�~��r&�Y�&�?�Y}Y|���|���|~sY�Y©­�Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª,|~uÁ�x��sY� � �Y�4¢r�Y¾ ���<¨�����|����O|�z
pn(t) =

�<�?Ä~�®�&¾��Y}Y�
zn =

Λn(t)

n!
e−Λ(t) .

¢r�Y¾5�{º?¨
¥årO�Y��w��O�?}�r{ ~�?w§��w=t ��}Y�YÉ��W��������|��W��©½ª,|~w=�LO
ú%������=ª���
�<ü����f8e¬Þ{Ý¬�ïJ¯²¾u¶�ÐlØ$³Z½ãÖuç2¶�¹?·�³[´<³[Ñ�»�½0³ZÐ°¾*¸°´2ÐZ³èµ�Ö*¸Ä´ñ·Zµ�¸°½0·�³á¾u³lÉå¸ÄÃ$¶�ÕÖ	±öìcú�Æøúãí[ËÒìcú�Æ ûZí[ËÔÃ�³�·Zµ*¶ ð ´2³È±ñ¸làá³_¶$Ã�´%¸ÄÃ$¯°¶$ÐZÃ$³Z¯Ä´2¿ λ ±�¸°Ã�Ö*¸°´2¯ÈÖ£ÐZ³"ÐÈµ*¸²±Ò¸ÄÃ$¶�Ë´%ÆÞ¸0Æ

λ = λ(t)
ËÝ´2³�Ì	¶u¯²¾u³äÏ,®lÖ*ÐZ³[Ñ,Ë�·Zµ*¶+Ø$³Z½ãÖuç<¶	Ø%Ñ�±M³á±�¸°Ã�´2»

t
Ë*¶�±Ò¸°¸°´é·�»�®�¯°¯Ä³[Ã$³[Ð,Õ¯ÄÑ�³[¸UìÓ¯²±<ÆÔìâö+Æø÷ãíáí2µ	®,¯°·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶$¸_ìâú�ÆTSUAãí"¯¡·$®Èµ�®°±�¸°´Ôµ*³È±

Λ = Λ(t)
ËQÏ�®,½[®,Ð,®�¸²±MÎe±Áª³èµ�±M»[¾u³0¹dìcú�Æ ûKüãí�ÆÔý$®ZÑ�³[¹�·�³[´2³0Ñ�¶+±�¸l¸Ä´�¯Ä·u¸ÄÅ�¶u®°¾u¿�Ã$³Z¸ÔÃ$®0Ï,Ð,®,Ã�¶$¸ Í ü
�<ý�=yü=ý��=ý�=�JüÅÿ%-b�=ý��Yý$#b]<>$'Yû?ûOýWü�'
Æ
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∂π(z, t)

∂z

∣

∣

∣

z=1
=

∞
∑

n=1

n pn(t) zn−1
∣

∣

∣

z=1
= E

[

N(t)
]

= Λ(t) ,
¢r�Y¾5��¼T¨

�x��sY� � ���Á�?�?����z�r{sY�?�{��|~sY����sY|~�¡�WsY�O}��¡�WsY�O�~�,�Y�<rO�~���Os��O�?�����O���,�Y�Oz{�?��r(|¡��z{¬
H(t) = Λ(t).

¢r�Y¾5�O¹O¨
�·r?w=|�z{��w§�9�4 ¡r{���W©«�Y|~sY�Y|O�9�Yz{�±�Y}Y�

λ(t) = λ = const
�Y _¢p��¾ ��/?¨,�Otvz{|~��rO|�z

Λ(t) = λt
�?�å�?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY���{s�|��¡�WsY�?}Y�¡�WsYtvu��Y�<rO�����OsY�?�?���Y�Yu��Y�Oz{�?����z�r{s��O�O��zO�À��?�Otv�YsYt°w.�Y�OzO�O���?w�³x�?rO�~���?s�rY¾

f¡�	Å ® ×§à&Ô��½Ô®á�ÖØ×�Ò�Õ�Ô���Òä�½Õ�ÛÃá�×§à���á�á�×§Ó_�½Ó�Ö�~ l�ÔM�½Ô®à�Ô�Õ
�·r?�x�Y�����Y}��O|~w sY|����?z{�O}Ytvu�w=�<w=|�sYz.�O}Y|¡w=|�sY�

t ( TN6 t < TN+1, N>0 )
�U��Y}�|�����zTrO�O��w��W���YsY���<��|��~���O}�|~w=|�s�sY�O�~���YsYzO|�}Y�<r��WrÁw=|�Â��W� w=�?w=|~sYz�rOw=�$�Y}Y���<�¡��r

N
�ìz{�?u��

(N + 1)
�í�?u[ ~r��Y�?�O���7�O����| sY|����?z{�O}Y�?u1�{¾ ��¾

αt
�9}�rO�OsY�?u1����wyw=|��W�?�?���������r{uYs�t§�_�O|��W�Y�Y�YsPO

αt = βt + γt
¾Æ¿®rO��w=t �?�����?}Y|Á���?���W��w§�=�Y�?�O|���|�sY�Y|��{¾ ��¾

αt
�Oz¡���Y��rO|�zO�À�_�?z �Y ~�O|~��z{sY�?u_s�rOw�}Wr{sY|~|��{¾ ��¾

eN = TN+1 − TN
 ~r$���Y|~z z{�?������YzO���OsY��z{}����O}Y|¡w=|�sYsY�?���&�YsYzO|�}Y�<r��Wr

αt
���¡�W|~}?Â��Yz?�À���x�Y�����Y}Y�O�<r{sYsWr���z{�?�Y��r

t
ãw=�<w=|�sYz��?}Y|~w=|~sY���å�����?z{�O}Y�<w�zO�O�YsY���Y ��?|~��zOsY������z{���W� s�|�������}Y�YÉ��W� }Y�O�?sY�
N ¡r��Y�O�?�������Yz{�

(N + 1)
�µr��Á ~r��Y�?��r,��Ä�zO�?w=�Áw=�<w=|�sYzO��|�ª(|xsY|®�Y}Y�YÉ,�WrY¾

ú��
�
��=������?ü��
�28e¬WVe¬k&Ý¾u»�Ì�®Z¹$Ã$®°Ö_Ð,¸²¾u¶$Ì	¶�Ã$®
βt
ËÝ·,µ*¸°½[¯°´2®,Ðl¾	Öu¼�ç2®°Ö_¯Ä³[Ú[³[¹À·,µu³È±Ò¸ÄÕÉ�»�´2³0Ñ�ÐÈµ*¸²±Ò¸ÄÃ$¶�Ë
·Zµu³[º%¸°½0º2¶�¹U¯�±�³È±�¸°Ã�´%®2·Zµu¶	Ø$³Z½0®

N
Õë´<³[¹_Ï�®°Ö*ÐZÑ�¶�½l³�±�³È±�¸°Ã�Õ´%®

t
Ëª´%ÆÞ¸0Æ

β(t) = min
k

{(t− Tk) : Tk6t, k>0},
¢r�Y¾5�,�?¨

Ãu®lÏZÎªÐ�®,¸Ä´%¯èÖ�=��+&"��#��Yý$�~�=ý��Yý$#Ý'eÆ
ú��
�
��=������?ü��
�W8Ý¬Þ.Ý¬ &Ý¾u»�Ì�®Z¹$Ã$®°ÖCÐ,¸²¾u¶�Ì	¶$Ã$®

γt
ËM·Zµ�¸°½[¯Ä´%®,Ð°¾	Öu¼�ç%®°ÖW¯°³[Ú0³[¹W·,µu³[Õ±Ò¸ãÉÊ»�´<³[ÑaÐÈµ*¸²±Ò¸ÄÃ�¶�ËQµ�®,ÐZÃ$Î�¹C³Z¯Ä´%®Z´2³[Ì	Ã�³È±�»ÛÐÈµ�¸²±�¸ÄÃ$¶�ËM³[´2¯°Ì	¶�´2ÎªÐ,®,¸²±�³È±M»Û³0´±�³È±�¸°Ã�´%®

t
½0³�·,µu¶+Ø$³Z½[®�Úá¾u¶�É�®,¹�º%¸Ä¹"Ú[»�½0»�ç%¸Ä¹UÏ�®°Ö*ÐZÑ�¶�Ëª´%ÆÞ¸0Æ

γ(t) = min
k

{(Tk − t) : Tk > t, k>1},
¢r�Y¾5�Z�<¨

Ãu®lÏZÎªÐ�®,¸Ä´%¯èÖ:B,#�û�^���ûOû?ý$�û�Jý$�Yý$#Ý'eÆ
¸®r{u��W|~w��x�O}�w=�¡��t����Y� �x��sY� � �Yu�}�rO���Y}Y|���|���|~sY������������rOuYsYt§�Á�?|������Y�Ys�Ä������� |¡���~r��±�W|~�x|~�Yz�r ��sWrT��r��Wr����O�Oª(|~w �O����|����Y�7�Y}��O�Y ~�O�{�W¬OsY�?����}Y|����<}�}Y|�sYzOsY�O�~��Y�?z{�O��r��Yr& ~r{zO|~w�����rT�Y|~��z{�O|®�Y}���w=|�}�r��Otv�Y��������w����OsY�Y}�|�z{sYtvu��?����Ä�zO�����x��sY�Y�

� ��u��W�Y����zTrOs���rO}Yz{sY�?���&�Y�?r?�����OsY�?�?�����?�����Y�?z{�O��r�¾



��� I�KML�NJL�Q	��N#�ÒHPUÀ¦3�~R�O¥¤¡HM§JH��MR  
R¡ �§eOä«þ«ÛH
³x�&�x�?}�w=�¡��|®�Y�O��sY�Ou��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{�� ~rO�Y�YÉ(|~w�O

P(γt6x) = P(γt6x, N(t) = 0) +
∞
∑

k=1

P(γt6x, N(t) = k)

= P(t < T16t+ x) +

∞
∑

k=1

P

(

{γt6x} ∩ {Tk6t} ∩ {Tk+1 > t}
)

= P(t < e06t+ x) +
∞
∑

k=1

P

(

{Tk6t} ∩ {t− Tk < ek6t+ x− Tk}
)

,
¢r�Y¾5���O¨

�À�W|U�Y}Y�,���?���W|��WsY|¡w��Y|~}Y|��<�¡�W|9�?t§���«���Yz{|~sY���T�YzO�
γt = Tk+1−t

�
Tk+1−Tk = ek

¾
¸x�°��������rOuYsYtv|y�?|����Y���YsYt

Tk =
∑k−1

i=0 ei
�
ek
sY|� ¡r{�O�W����w=t®��r°���½}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y��O�<rxsY|��Y}�|�}Ytv�?sYt®�O�Y�?Ä�z{�<w=�O�?�Y�{�WrO��r����Y�¡�� �s�rO���?w±����wyw=t[��¢p��¾ ���O¨J�Y}��O�Y ~�O�{�W¬OsY�?|�W�O���?��zO��w=�O|� ~s�rT�Y|�s��Y|

Tk = u, 06u6t
���±�Y}�|�����zTrO�{�Y���±�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬

P(· · · )
�����|��W��©«ª(|~w��YsYz{|~��}�r{��¬OsY�<w_�?���W|

P(· · · ) =

∫

dP(Tk,ek) =

∫ ∫

dP(Tk) dP(ek) =

∫ t

0

dFTk
(u)

∫ t+x−u

t−u

dA(u),

�Y�{�W�<����w.�?���OsY��rOz{|��W¬OsY�

P(γt6x) = A0(t+x)−A0(t) +

∞
∑

k=1

∫ t

0

(

A(t+x−u)−A(t−u)
)

d
(

A0∗A
k−1
∗ (u)

)

.

Í4���Y|�zO�?w��Y}�|�����zTrO�{��|~sY����¢r�Y¾Ï¼l�?¨·���Y���x�<s�� � �Y�(�O�?�~��z�r{s��O�{�W|�sY���xÄ�zO�½�?tv}�r�Â�|�sY�Y|w=�TÂ�sY�&�Y|�}Y|~�Y���~r{z{¬����W|��W��©«ª(��w��O�O}Wr{ ��<w

P(γt6x) = A0(t+x)−A0(t) +

∫ t

0

(

A(t+x−u)−A(t−u)
)

dH(u) .
¢p��¾ ���?¨

D�z{���Otv}Wr�Â(|~sY�Y|����Y}�r{�?|����W�Y�O�(���Y����©½�O�?���&}Y|����<}�}Y|�sYzOsY�O�~���Y�Oz{�?��rY�Y�Y�<�����{�W¬O�Y��Y}Y��|��~���?tv�O�¡�W|½�Ot§���������Y�{��¬? ��?�?r{s��,z{�O��¬O�����Y}Y|����Y�{���TÂ�|�sY��|½�&sY|~ ~r{�?�����Ww=�?��zO�����|~sY�O�&�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{�
{ei}i>0

¾

¸®r{u��W|¡w.zO|��Y|~}Y¬��&¾ }�¾����Y�Á�W|~�x|~�Yz�r
βt
¾

�·rOw=|~z{��wØ��s�rT��r���rY�9��z{�.�Y���O�Y}�|��W|���|�sY��©
βt6t

��zO�O�À��r7��}Y���<��|��
x>t

��}�r{ ~��Y�{�W�<�Wr{|~w
β6t6x ⇒ P(βt6x) = 1

�W�Y�
x>t.³x�OÄ~z{�?w=�Á��r{��|�|(�O�~�W|~w[}WrO���~wyr{z{}��Y�?rOz{¬�z{�O��¬O���

x < t.
³x}Y�YsY��wyr{� �O���?sY��wyrOsY�Y|z{�OzÁ�®r{�YzT���Yz{���ÁÄ�z{�<w1��������rO|O�Wz¡¾ |O¾@�Y}��

x < t : {N(t) = 0} ≡ {βt = t} ⊂ {x <
βt}
¾·¸x��z{�O�À�@r

P(βt > x, N(t) = 0) = 1,
�å������|��W�O�<r{z{|���¬OsY�W�

P(βt6x, N(t) =
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0) = 0.

Í��<��|�z{�<w.Ä~z{�O�~�����&�x�?}�w=�¡��|x�Y�{�WsY�Ou��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{�� ~rO�Y�YÉ,|¡w�O

P(βt6x)
∣

∣

∣

x<t
=

∞
∑

k=1

P(βt6x, N(t) = k)

=

∞
∑

k=1

P

(

{βt6x} ∩ {Tk6t} ∩ {Tk+1 > t}
)

=

∞
∑

k=1

P

(

{t− Tk6x} ∩ {Tk6t} ∩ {Tk+1 − Tk > t− Tk}
)

=

∞
∑

k=1

P

(

{t− x6Tk6t} ∩ {ek > t− Tk}
)

=

∞
∑

k=1

∫ t

t−x

(

1 −A(t− u)
)

d
(

A0 ∗A
k−1
∗ (u)

)

=

∫ t

t−x

(

1 −A(t− u)
)

dH(u) .

�½�Eÿ�|��W��s������O�<r,���{�����Y|~sYsYt§�Á�?tv}�r�Â�|�sY�Y���<�?���OsY��rOz{|��W¬OsY���Y�{�W�<����w

P(βt6x) =

{

1, x>t ;
∫ t

t−x

(

1 −A(t− u)
)

dH(u), x < t.

¢p�Y¾5��6O¨
ÈU���W�Ww§���Yz{���&¾ }�¾�¢p��¾ ��6{¨��{¾ ��¾

βt
���&�Oz¡�����Y�Y|x�Oz��&¾ }�¾�¢p��¾ ���?¨��{¾ ��¾

γt
���Ww=|�|�z�����rT���O��&z{�?�Y��|

x = t
¾

]���������� ù$¬ Ç ³Z½0¯°´2®�ÐZ¶�±ê´%¸Ä·$¸ëµu¿£Ð ð ´2¶×Áª³èµ�±M»0¾uÎ~Ñ�³[Ã$Ñãµ*¸°´<Ã$Îª¸"ÐZÎuµ�®[É�¸°Ã�¶�ÖÁª»�Ã�Ñ�Å�¶�¹
H(u)

¶
A(u)

½ã¾	Ö�·�³[´<³[Ñ�® Ç »�®,¯l¯Ä³[Ã$®[Ëª´�ÆÞ¸lÆ
H(u) = λu , A(u) = 1 − e−λu

¶U»�Ì	´2¸²±�´2®ZÑ�É�¸ÄËªÌ	´<³2» ð ´<³Zàá³%·�³[´2³0Ñ�® A0(t) = A(t)
Æ Ç ³È¾u»�Ì	¶�±

P(γt6x) = (1 − e−λ(t+x)) − (1 − e−λt) + λ

∫ t

0

(

e−λ(t−u) − e−λ(t+x−u)
)

du

= 1 − e−λx .
¢p�Y¾5�,4<¨

¶
P(βt6x) =

{

1, x>t ;

1 − e−λx, x < t.

¢p�Y¾5�,/<¨
î~Ï,®ZÑ[¾u¼�Ì�¸ÄÃ$¶$¸2³[´�±Ò¸Ä´2¶�±�Ë�Ì	´2³ ð Ñ�¯°Å$¸°¯l¯ γt

·�»�®,¯°¯°³[Ã�³ZÐ,¯ÄÑ�³Zàá³�·$³[´<³[Ñ�®UÃ$¸<Ï�®ZÕÐZ¶u¯Ä¶$´�³[´
t
¶¥¶�±Ò¸°¸Ä´ ð Ñ�¯°·�³[Ã$¸°Ã�Å$¶$®°¾u¿�Ã�³Z¸ßµ�®,¯Ä·,µ*¸°½[¸²¾*¸°Ã�¶$¸�ìcú�ÆTSb÷ãí[Ëß®f½0¸èÁQ¸°Ñ�´ βtð ´<³Zàá³UÉå¸�·�³[´2³0Ñ�®d³[Ñ�®lÏ,ÎªÐ,®,¸°´2¯ÈÖaÏ�®,ÐZ¶u¯èÖuç2¶�±ê³[´EÐÈµ�¸²±�¸ÄÃ$¶¥¶WÐ?´2³[Ì	Ñ�¸

x = t¸làá³ÀÁäÆ µÝÆ�ìcú�ÆTS`üãí"·,µ*¸Ä´%¸Óµ*·$¸lÐ,®,¸Ä´V¯°Ñ�®ZÌ	³[Ñ,Ë�µ�®,ÐZÃ$Î�¹
e−λt Æ % ®°±Ò¸Ä´2¶�±û´2®,Ñ,É�¸ÄË�Ì	´<³
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X=t
X0

1

1 - exp(-lx)

P(X)

exp(-lt)

´9���{¾���¾ ¹+O<q,|~�x|~�Yz
βt
�Y�?z{�O��r�¾

·Zµ*¶
t→ ∞

ÁkÆ µ�ÆÝ½[¸èÁQ¸ÄÑ�´2®<´%¸Óµ	Ö*¸°´ ³[´M±�¸ÄÌ�¸°Ã�Ã$³[¸�ÐZÎuµu³0É�½[¸°Ã�¶$¸�¶À¶+±�¸l¸Ä´~·Zµ*¸l½[¸²¾$Ëµ	®�ÐZÃ�Î�¹
1 − e−λx ÆïJ¯²¾u¶�·�³Z½[¯ÄÌ	¶�´%®Z´2¿2¯ëµ*¸l½lÃ$¶$¸�ÏZÃu®ZÌ�¸ÄÃ$¶�Ö ð Ñ�¯ÄÅu¸°¯°¯È®�¶�½[¸ÂÁä¸ÄÑ�´%®[Ë�´<³�³[Ã$¶�³[Ñ�®[ÉÊ»�´2¯ÈÖ¯Ä³[³[´2Ð�¸Ä´%¯Ä´%Ð,¸ÄÃ$Ã�³�µ	®,Ð,Ã�Îe±M¶

E γt =
1

λ
, E βt =

1

λ
(1 − e−λt),

¶�ËQ¯²¾*¸l½l³ZÐ,®,´2¸²¾u¿�Ã�³0Ëª½á¾	Ö?¯0ÆÞÐ�Æ
αt = βt + γt

·$³È¾u»�Ì	¶�±
E αt = E βt + E γt =

1

λ
(2 − e−λt) >

1

λ
= E ei, i>0

½ã¾	Ö�Ð�¯°¸ÈØ
t > 0

Æô�½lÃu®ZÑ�³0ËJÃ�¶$Ñ�®ZÑ�³[àá³�·$®áµ	®,½0³[Ñ�¯È®�Ð ð ´<³á±õÃ$¸Ä´<Ëä·$³Z¯ÄÑ�³á¾u¿�Ñ�»U³[´Ôµ�¸ÈÏ,³0Ñ αt Í Ã$¸MÖ*Ð°¾	ÖuÕ¸Ä´%¯èÖ×·,µu³Z¯Ä´2³U¶$Ã�´%¸Óµ*Ð�®°¾u³È±õ±�¸ãÉå½0»d½[ÐZ»[±�ÖW·�³Z¯²¾*¸°½0³ZÐ,®Z´%¸²¾u¿�Ã$Îe±M¶?±�³È±Ò¸ÄÃ�´%®°±�¶·Zµ*¶+Ø$³Z½[®MÏ�®°Ö*ÐZ³[Ñ"ìÓÑ�®,ÑÀ¯lÆÞÐ�Æ
ei
í[Ë�®2·Zµ*¸l½[¯Ä´%®,Ð°¾	Ö*¸Ä´�¯°³0Ú[³[¹U³Z¯Ä³[ÚZ¸ÄÃ$Ã�»�¼�¯0ÆÞÐ�Æ Ë�´%ÆùÑ+Æ
¯°³[Õ½[¸Óµ$É�¶�´�ÐZÃ$»�´�µu¶×¯°¸°ÚãÖWÁª¶�Ñ�¯Ä¶,µu³ZÐ,®ZÃ$Ã�»�¼õ´<³[Ì	Ñ�»

t
ÆMôJÌ�¸°ÐZ¶u½0Ã�³0Ë�Ãu®Z·Zµ*¶�±�¸ëµ$ËÔÌ	´2³Ì�¸²±û½ã¾u¶$Ã�Ã$¸l¸�±�ÎÊÐZÎ�ÚZ¸Óµ�¸²±õ³0´�µ*¸áÏZ³[Ñ�ËJ´%¸²±õ¯<Ú[³á¾u¿�º%¸Ä¹£Ð,¸Óµ*³ÄÖu´<Ã$³[¯°´<¿�¼ ´2³[Ì	Ñ�®

t³[Ñ�®[Éå¸Ä´%¯èÖ?ÐZÃ�»�´Ôµ*¶UÃ$¸làá³0ËªÌ�¸°àá³%Ã$¸²¾u¿ZÏ°Ö�¯ÄÑ�®lÏ,®,´<¿�³[Ú2³[Ú[Î�Ì	Ã�Î
Ø?¯0ÆÞÐ�Æ
ei, i>0

Æ
]��
�
�������Ý¬UîþÑ�®ZÌ�¸°¯°´2Ð,¸¥ÐZ´2³Âµ*³Zàá³b·Zµu¶+±�¸ëµ	®×·,µu¶�±Ò¸ÄÃu¸ÄÃ�¶+ÖéÁª³èµ�±�»0¾ñìcú�ÆTSYXÈíW¶ìcú�ÆTS�ýÂí_Ãu®Z¹$½[¸²±ûÁäÆ µ�Æ ð Ñ�¯ÄÅ$¸l¯°¯È®¡·$³0´2³[Ñ�® Ç ®°¾u¿°±�®�Æeî�³Z¯°·�³È¾u¿ZÏZ»�¸²±�¯ÈÖ£´%¸²±�ËQÌ	´2³À½ã¾	Ö·�³[´2³0Ñ�® Ç ®°¾u¿°±�®b¯°·Zµ�®,Ð,¸l½á¾u¶uÐZ³Cìcú�Æ�öE÷ãíW¶ûìâú�Æ�öEüÄí0Ë�®bÁª»�Ã$Ñ�Å$¶�Ö~ÐZ³Z¯°¯°´2®ZÃ$³ZÐ°¾*¸ÄÃ$¶�Ö
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H(t)

¾u¶�Ãu¸Ä¹$Ã$®<·�³
t
ìë¯²±ÒÆäìcú�Æøú<Aãíáí,Æ�ý�³Zàã½[®�¶	Ï"ìcú�ÆTSYXÈí¡·$³È¾u»�Ì	¶+±

P(γt6x) = A0(t+ x) −A0(t)

+

∫ t

0

(

1 −A(t− u)
)

dH(u) −

∫ t

0

(

1 −A(t+ x− u)
)

dH(u)

=
1

a1

∫ t+x

0

(

1 −A(u)
)

du−
1

a1

∫ t

0

(

1 −A(u)
)

du

+
1

a1

∫ t

0

(

1 −A(t− u)
)

du−
1

a1

∫ t

0

(

1 −A(t+ x− u)
)

du

=
1

a1

∫ t+x

0

(

1 −A(u)
)

du−
1

a1

∫ t+x

x

(

1 −A(v)
)

dv

=
1

a1

∫ x

0

(

1 −A(u)
)

du = A0(x) ,
¢r�Y¾ �Oº<¨

´�ÆÞ¸lÆe½á¾	ÖÀ¾u¼�Ú0³Zàá³�·$³[´<³[Ñ�® Ç ®°¾u¿°±Ò®�ÁäÆ µÝÆ ð Ñ�¯ÄÅu¸°¯°¯È®�Ãu¸JÏ�®,ÐZ¶u¯Ä¶$´ø³[´ t
¶�¯Ä³ZÐZ·u®,½[®,¸Ä´¯MÁkÆ µ�Æ�¸làá³�Ï�®,½[¸ÓµuÉÊÑ�¶

A0(x) = P(e06x)
Æ

� '�����D�'�ü��
�æ8Ý¬Þ8Ý¬ÒîÔÎ�º2¸�·,µu¶£ÐZÎ�Ì	¶u¯²¾*¸ÄÃ�¶$¶f¶$Ã�´%¸°àrµ�®°¾u³ZÐ2±�Î�½[Ð,®[Éå½0Î�·,µu³[¶+Ï�ÐZ³[Õ½0¶�¾u¶�Ï,®°±Ò¸ÄÃ$»¡·$¸ëµ*¸²±�¸°Ã�Ã$Î
ØLtÝ¯ÄÃu®ZÌ�®°¾*®
(t− u) = v

ËQ®<Ï�®Z´%¸²±
(t+ x− u) = v

Æ
Ç µ*¸l½0¯°´2®�Ð°¾	Ö*¸Ä´Ù´%®ZÑ,Éå¸d¶�Ã$´2¸ëµ*¸°¯ÄË<¶u¯Ä·�³á¾u¿[Ï,»0Öûìcú�Æ>XZAãí[ËÀÃ$®Z¹$´<¶éÐZÎuµ�®[Éå¸ÄÃ�¶u¸½ã¾	Ö�¯ëµ*¸°½0Ãu¸°àá³kÏ,Ã$®ZÌ�¸°Ã�¶+Ö ð Ñ�¯°Å$¸l¯°¯È®Ô·�³[´2³[Ñ�® Ç ®°¾u¿°±�®�ÆÝôJÚ0³°Ï,Ã$®ZÌ	¶+± a2 Í ÐZ´2³èµu³[¹�±M³[Õ±Ò¸ÄÃ�´�ÁkÆ µ�Æ

A(·)
Ëä®

σ2
A Í ½0¶$¯°·$¸ëµ*¯Ä¶$¼ ð ´<³Zàá³�µ	®�¯Ä·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶�Ödìë¯²±<ÆÝ´%®ZÑ,Éå¸M³[Ú[ç<»�¼Áª³èµ�±�»0¾u»dÐZÎ�Ì	¶$¯²¾*¸°Ã�¶�Ö?±M³á±�¸°Ã�´2³[Ð

ms
Õ�·$»�Ã$Ñ�´FìâöÄíaý$¸Ä³èµ*¸²±�Î�ö�Æ�ïáí�ÆS*<¯°·�³á¾u¿[Ï,»0Ö¯°³0³[´2Ã�³[º%¸ÄÃ�¶u¸%ìcú�Æ�öEüÄí[Ëä·�³á¾u»�Ì	¶+±

Eγt =

∫ ∞

0

x dA0(x) =
1

a1

(2

2

)

∫ ∞

0

x (1 −A(x)) dx

=
a2

2a1
=

(σ2
A + a1

2)

2a1
=

a1

2
+

σ2
A

2a1
.

¢p�Y¾ �Y¼T¨
îÔ¶$½0¶�±MË$ÐZ³[Õë·$¸ëµ*ÐZÎ
Ø�ËuÌ	´<³Ô¯ëµ*¸l½lÃu¸°¸
ÏZÃu®ZÌ�¸ÄÃ$¶$¸ ð Ñ�¯°Å$¸°¯l¯è®ÔÃ$¸
±�¸ÄÃ$¿�º%¸ª·$³È¾u³ZÐZ¶�Ã$Îf¯Óµ�¸°½0ÕÃu¸Ä¹"½ã¾u¶�´%¸²¾u¿�Ã�³Z¯°´<¶"¶$Ã�´%¸Óµ*Ð�®°¾*®ß±Ò¸ãÉå½l»�·,µu¶	Ø$³[½[®°±�¶_Ï,®lÖ*ÐZ³[Ñ,ËQ®�ÐZ³[Õ²ÐZ´2³èµuÎ
Ø�Ë�³[Ã�³Ï�®,ÐZ¶u¯Ä¶�´�´%®ZÑ�É�¸M¶U³[´ ÐZ´<³èµ*³[àá³�±�³È±�¸°Ã�´%®�µ�®,¯°·Zµ*¸l½[¸²¾*¸ÄÃ�¶+Ö

A(·)
ËQ® ð ´2³lË�Ãu®Z·Zµ*¶�Õ±Ò¸Óµ$Ë�³°ÏZÃu®ZÌ�®,¸°´ÒË�Ì	´<³ ð ´%®dÐ,¸²¾u¶�Ì	¶$Ã$®fÚ0»�½[¸Ä´B»�Ð,¸²¾u¶$Ì	¶$Ð,®Z´2¿�¯ÈÖ×·Zµ*¶b»�Ð,¸²¾u¶$Ì�¸ÄÃ$¶�¶½0¶$¯°·$¸ëµ*¯Ä¶$¶

σ2
A

ìq����� íý$®ZÑ�¶�±�³0Úèµ�®lÏ,³È±�Ë�¸l¯²¾u¶a¶u½0»�ç%®°ÖCÐÀµ�¸ÄÑ�¸<µ*Î�ÚÄ®UÏ,®,à²¾*®,´<ÎªÐ,®�¸Ä´þ³[·�»�ç2¸°Ã�Ã�Î�¹?µ*Î�ÚÄ®ZÕÑ�³È±þÑÄµu¼�Ì	³[Ñ¥ÐÛ¯Ä³[³[´2Ð,¸°´2¯°´2Ð,¶�¶C¯"´�µ*¸°Ú[³[Ð�®ZÃ�¶+Ö	±M¶W·$³0´2³[Ñ�® Ç ®°¾u¿°±Ò®[Ë�¶�¾u¶W¸l¯²¾u¶®,Ð,´<³[Ú[»�¯°Î?·$³ÄÖ*Ð°¾	Öu¼�´2¯ÈÖ%Ã$®�³Z¯Ä´%®ZÃ�³ZÐZÑ�¸�·�³�·Zµ�®,ÐZ¶+¾*®°± ð ´<³Zàá³�·�³[´<³[Ñ�®[ËÝ´<³ßÐZ³[·Zµ*³[¯/tò�&�Ñ�³È¾u¿�Ñ�³"ÐÈµ*¸²±Ò¸ÄÃ$¶aìëÐ�¯Óµ�¸°½0Ã$¸²±�í_¸Äç%¸�³Z¯Ä´%®°¾u³Z¯Ä¿"³0É�¶$½[®Z´2¿_±M³á±�¸ÄÃ$´2®�»�½0®,Ì	¶([+òëË¸l¯²¾u¶_ÐZÎ¥Ã$®ZÌ�®°¾u¶_³0ÉÊ¶$½[®ZÃ$¶$¸�Ð<Ã$¸ÄÑ�³[´<³èµuÎ�¹"¯²¾u»�Ì�®Z¹�Ã$Î�¹2±M³á±�¸°Ã�´
t
Ë�®<´<³[Ì	Ã$³ßÏZÃu®ZÕ¸°´2¸Ò¾u¶$º<¿�¯Óµ*¸l½0Ã�¼�¼øØu®Èµ�®ZÑ�´%¸Óµ*¶$¯°´<¶$Ñ�»

a1
ð ´<³Zàá³"·$³0´2³[Ñ�® Í ·Zµ*³Z¯Ä´2³�Ãu¸ÄÑ�³Âµ�µ*¸°Ñ�Õ´%¸ÄÃL�Mô�½0Ã�³[¹ ð ´2³0¹×¶$Ã�Áª³èµ�±�®,Å�¶�¶�ìë¯²±ÒÆ�ìâú�Æ>X`ïãíÈí[ËM³[Ñ�®lÏ,ÎªÐ,®,¸°´2¯ÈÖ$ËßÃu¸_½0³Z¯Ä´%®Z´2³[Ì	Ã�³½ã¾	Ö�³[·Zµ�¸°½[¸²¾*¸ÄÃ$¶�Ö

Eγt
ÆÀý�µ�¸ÄÚ[»�¸°´2¯ÈÖé¸Äç%¸�Ï,Ã$®,Ã�¶$¸�Ð,¸²¾u¶�Ì	¶$Ã�Î�¯Óµ�¸°½0Ã$¸làá³�µ	®0ÏZÚèµu³Z¯È®
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ìë½l¶u¯Ä·u¸Óµ*¯°¶�¶�í<½ã¾u¶�Ã�Î×¶$Ã�´%¸Óµ*Ð�®°¾u³ZÐ�±Ò¸ãÉå½l»_¯Ä³[Ú[Î�´<¶+Ö	±M¶"¶�Ã$´2¸ëµ*¸l¯Ä»�¼�ç%¸°àá³%Ð,®,¯�·$³[Õ´<³[Ñ�®[Ëª¶�¾u¶dìÓÌ	´<³2Á
®,Ñ�´2¶�Ì�¸°¯°Ñ�¶U¸l¯Ä´2¿�´<³2É�¸M¯È®°±�³[¸²íMÏ,Ã$®ZÃ$¶$¸�Ð,¸²¾u¶$Ì	¶�Ã�ÎaÐZ´2³Âµ*³Zàá³±M³á±�¸ÄÃ$´2®

a2
Æý�³È¾u¿�Ñ�³�Ð�¸°½0¶$Ã$¯Ä´%Ð,¸°Ã�Ã�³á±C¯²¾u»�Ì�®,¸k³[Ñ�®lÏ,ÎªÐ,®,¸°´2¯ÈÖ

Eγt = a1/2 Í Ñ�³Zàã½[® σA = 0
Ëu´�ÆÞ¸lÆÑ�³Zàã½[®f¶$Ã�´%¸Óµ�Ð,®°¾uÎó½[¸Ä´%¸Óµ�±�¶�Ã�¶,µu³ZÐ,®ZÃ$Î
Ë�®UÃu¸À¯²¾u»�Ì�®,¹�Ã�ÎQÆ��Ò³ ð ´<³"³°Ï,Ã$®ZÌ�®l¾u³"Ú0Î
ËÌ	´<³_Ã$®Zº�µuÎ�ÚÄ®ZÑ�Ì�¸Óµ*¸áÏ�Ñ�®ZÉ�½0Îª¸

a1/2
±�¶�Ã$»�´(ÐZÎ�´%®,¯ÄÑ�¶$Ð,®�¸Ä´(³[Ì�¸Óµ�¸°½0Ã�»�¼ÊµuÎ�Ú[»,Ë®fÃu¸�Ð�¯ëµ*¸°½0Ãu¸²±þìÓ»�¯ëµ*¸°½0Ãu¸ÄÃ�Ã$³�Ï�®�Ð,¸l¯Ä¿£½[¸ÄÃ$¿ÄífÌ�¸ëµ*¸ÈÏ

a1/2
±�¶�Ã$»�´�Æ�$2®ZÑfØ$³èµu³[º<³¶+Ï�Ð,¸°¯°´<Ã$³0ËeÃ�¶�µuÎ�Ú[Î
Ë
Ã$¶�®,Ð,´<³[Ú[»�¯°ÎÛÃ$¸�Ú[ÎªÐ,®Z¼�´A¯Ä´2³È¾u¿%½0¶$¯°Å�¶�·+¾u¶�Ã$¶Zµu³ZÐ,®,Ã�Ã�Îe±�¶uÆ

9þ#Ý'bD
��û,��þ*�.û�'��xýWû��Yý+��������=�üJý$�Oý >�����'�`4ü
�<ü
���å�
�
��=���'	�['����Yû0�
ü
'	-��	�=
�=û,�
���Jû��GN B�#�û,^
�<û?û�'d�=ý��Yý$#Ý'?]"'+��=*��'�¬

f¡��Ç � �UÛ�Æ�Ý�Ô®Ó�Û�áÁÓ�Ô�Òä�?ÙØá�×§à_�&á�á�×§Ó��«Ó�Ö�~ l�Ô��½Ô®à�Ô�ÕÃÒ ÚUÛYm
8 ×§á2�+à�ÔM�

´yr{sY|~|®s�rOw=���<Â(|,�Ot§������rOsY���O��}Y|��W|���|�s��Y|���z�r � �Y�Os�rO}YsY�<��z{���Y�?z{�O��r�¢£�~w§¾��½��}Y|���W|��W|�sY�Y|"��¾ ��¨�¾y��t z�rO��Â(|��Y�?��rO ~r{����¢Ç��}Y���W�O��r{ ¡r{z{|���¬?��z{�O|�¥�|~�O}Y|¡w=t ��¾6¼T¨��=�Yz{��Y�OzO�O�.³x�<rO�����Os�r��Y�O�Y�Y|�z?�À����z�r � �Y�Os�rO}YsYt°w§¾ÆÍ9��|����<©½ª(r{�_sY��Â(|Áz{|��?}Y|~wyr$�OzO}�r��Â�rO|�z&��z�r � ���Os�rO}YsY�O|®���O�OuW��z{�?�(�<��|���}�|��Y��}Y}Y|~sYz{sYt§���Y�?z{�O���O�&�R ~r��W|�}<Â����Ou�¾
gJ�<ý$�
����'é8e¬ S
¬¡ï�¯²¾u¶

T = {Ti}i>1 , T0 = 0 Í Ã$¸°Ñ�³[´<³èµ*Î�¹£µ*¸°Ñ�»Äµ�µ*¸°Ã�´2Ã�Î�¹·�³[´2³0Ñ£¯%Ï,®,½[¸ëµ$ÉÊÑ�³[¹�Ë�´2³"³[Ãa¯°´2®,Å�¶�³[Ãu®Èµ*¸°Ãæ´<³Zàã½[®�¶Û´2³È¾u¿�Ñ�³U´2³[àã½[®[ËßÑ�³Zàã½[®f³[ÃÖ*Ð°¾	Ö*¸Ä´%¯èÖU·�³[´2³0Ñ�³È± Ç ®l¾u¿°±�®�Æ
 �¡o¢G£o¤b£�¥P¦�§�¨-©K¥PªL¡�«�q�[� ¢£sY|��?�T�?�¡�W�Ww=�?��zO¬<¨ ì1&
´%®ZÅ�¶$³[Ã$®Èµ*Ã�³Z¯Ä´2¿

⇒
Ç ³[´2³[Ñ Ç ®°¾u¿°±Ò®áí

³x�?��zO¬
T
ã�sY|����OzO�O}Ytvu ��zTr � �Y�?s�r{}Ys�tvu }Y|��Y��}Y}�|�sYz{s�tvu �Y�OzO�O���, ~rT��|�}<Â��<�?u�¾³x�O��r�Â�|~w1��s�rT��r���rY����z{��z{�O�À��r�|��~�Á�x��sY� � �Y���O�<����z�rOsY�O�O��|�sY�Y���?��}�rOsY�Y�Y|~s�rY�@zT¾ |O¾

H(t) = EN(t) <∞
���Y����©½�O�?���

t
¾Oq��Y��Ä�zO�O���(��sY|~�<�?z{�O}��Ou�z{�?�Y��|

t0 > 0
�<z�r{���Ou�Yz{�

A(t0) = α < 1
��� � |�sY��w

H(t0) = A0 ∗
∞
∑

k=0

Ak
∗(t0)

6 A0(t0)

∞
∑

k=0

(

A(t0)
)k

< A(t0)

∞
∑

k=0

αk6
A0(t0)

1 − α
6

1

1 − α

¢r�Y¾ �?¹O¨
�W�W|¡��¬�w=t®���O�O�í�Y|~}Y�Ot§�·���O�<���Y�O��¬O ~�O�?r{������¬�����|��W��©«ª,|~u±�O�Y|~�O���Ws��Ou�� � |�s��<�?u���������?|�}Yz{��� Í�zO����z{¬?|~��r-O

F ∗G(x) ≡

∫ x

0

F (x− u) dG(u)6F (x)

∫ x

0

dG(u) = F (x)G(x),

 ~rOz{|~w �Y}Y��w=|~sY�����1�Y ~�O|¡��z{sY��© �x�O}Ww=�~�W�7���Y�[����wyw=tø�O|~�����OsY|~�YsY�4�<�?tv�?rO©«ª,|~u��|~�?w=|�zO}Y�Y�Y|¡�����Ou ��}Y�O�~}Y|~�~���Y���@�����O�O�í�?z{�O}�t§�@�W�������{��¬? ��O�<r���� �~rOw=��© �~}Y���O��©,�@sY��Y}Y�<��z{��©­�Á�W�?��z�r{z{�?�YsY��©��,�@r{sYsY�<w.��������r{|x� � |�sY�Y�����Y���&¾ }�¾ A0(t0)61
¾



Q��ÁÈ+�J �§�L�ÂMR¡HJPML�©QP¡HM �§�ÖU©ªO�����©ª©ªOQP¡§�PM¢É�×¤¡HM§JH��2HJNæ � $L�U�Oª©��A�%H�� ��¼
q(r{��|�|&¢Ç�<����|�����z{�?�Y|���z�r � �Y�OsWr{}YsY�<��z{��¨9�Ww=|�|~w�O

E

[

N(t, t+ t0)
]

= E

[

N(t0)
] �W�Y�Á�W©«�O�?���

t > 0.

³x�?Ä�z{�<w=���Y �¢p��¾ �<¹O¨
H(kt0) 6

k

1 − α

���Y����©«�?�O���
k>1,

����zT¾ ��¾��W�Y�Á�W©«�O�?���
t > 0

����ª,|¡��z{�?�O|�z�z�r{���Ou
k>0

���YzO�
t6kt0

��z{�O�À��r

H(t) 6 H(kt0) 6
k

1 − α
< ∞.

¥År{�Y��w$�O�?}�r{ ~�?w§�T�x��sY� � �����O�<����z�rOsY�O�O��|�sY�Y�®��©«�?�O���R��z�r � �Y�Os�rO}YsY�?���R}Y|��Y��}Y}�|�sYz��sY�?�����Y�OzO�O��r&�½ ¡rT�W|~}<Â&���?uÁ�?��}�rOsY�Y�Y|~s�rY¾
q,�O��r{Â(|~w4z{|~�Y|�}�¬��<�Yz{�Á¢£�Y}Y�Ás�r{É(������}Y|��W���{���TÂ�|�sY������¨9�x�<s�� � �����?�?����z�r{sY�?�{���|~sY����zTrO���O�����Y�?z{�O��r,�W�{��Â&sWr(�?tvz{¬����YsY|~uYsY�?u����

t
¾ÈU�O ~¬?w=|¡w7�O|����Y�Y�Ys��

t = 1
���O�O�? �s�rT����w

λ = H(1) = E

[

N(0, 1)
]

= E

[

N(1)
]

.
¢p�Y¾ ���<¨

¿®rO��w=t z{�O��¬O���Á�Yz{�Á�W�O��rO ~r��W���W�?|������Y�Ys�r
λ < ∞

¾�¥år{����w��?�O}�rO ��?w§�����Y�
t = 1��w=|~|~w

H(t) = H(1) = λ = λ 1 = λt (
�Y}Y�

t = 1) .
¢r�Y¾ �,��¨

ÈU�O ~¬?w=|¡w�z{|~�Y|�}Y¬��?|������Y�YsY�
t = 1/n

���Y�±sY|~�<�?z{�O}��O���
n > 0

¾å³x�����?�Ou���z{�O��r����
�W��z{�Y�Os��?��zO� �x�<s�� � �Y�

E

[

N(·)
] � �®�����Y�{�W¬O ��?�?rOsY�Y|~w.�Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ(|�s���������z�r � ����?s�r{}Ys��?��zO�Á�Y�?z{�O��r(�Y �¢p��¾ ���?¨Uw=�TÂ�sY�&�Y�{�W�<���Yz{¬�����z{�

λ = E

[

N(1)
]

= E

[

n−1
∑

k=0

N
(k

n
,
k + 1

n

)]

=

n−1
∑

k=0

E

[

N
(

0,
1

n

)]

= n E

[

N
( 1

n

)]

= n E

[

N(t)
] �Y}Y�

t = 1/n ,

�½z{�����@r
H(t) = E

[

N(t)
]

=
λ

n
= λ

1

n
= λt (

�Y}Y�
t = 1/n) .

¢p��¾ ���O¨
¥å|��Y|~}Y¬$�?�O ~¬?w=|~w
�?|����Y���YsY�

t = m
���Y�.s�|����Oz{�?}Y�O�~� � |��W�O��� m > 0

¾=¥��O�À�@r �Y��Y}�|��W�Y�O���TÂ(|~sY�Y©­��z�r � �Y�OsWr{}YsY�<��z{��w=�TÂ�sY�&�Y�{�����Y��z{¬��Y��z{�

H(t) = E

[

m−1
∑

k=0

N(k, k + 1)
]

=

m−1
∑

k=0

E

[

N(0, 1)
]

= m λ = λt (
�Y}Y�

t = m) .
¢p��¾ ���?¨
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R¡ �§eOä«þ«ÛH
¶°s�r{���O�~�Y�YsY�W�Y�W�Y����©«�?�O�~��}�r � �Y�OsWr���¬?sY�O�~� t > 0

�WsWr{�Y}Y�Ww=|�}��W���Y�
t = m

n

�Y�{���<��Y��w

H(t) = E

[

N(
m

n
)
]

=
[

m−1
∑

k=0

EN(
k

n
,
k + 1

n
)
]

=
m−1
∑

k=0

E

[

N(
1

n
)
]

=
m−1
∑

k=0

λ

n
= m

λ

n
= λ

m

n
= λt (

�Y}��
t =

m

n
) .

¢r�Y¾ ��6{¨
¦&��s�r{���?sY| � ��|¡����� t > 0

ã,sY|����?z{�O}Y�?|���}Y}�r � �Y�Os�r{��¬Os��O|U�Y�����W����z{�®�?tv�O|�}�|~w zO�O�À��r�W�O|x�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO��}�r � �Y�OsWr���¬?sYt§���Y����|�� {ti}i>0
�
{ti}i>0

��zTrO�Y������z{�
lim

i→∞
ti = lim

i→∞
ti = t,

���Y}Y��Ä�z{�<w.��z{�O�?t1���Y����©½�Ot§�
i
�<��|~�À��r(���T��}�r{s����W�?��¬
ti 6 t 6 ti.�½zO��©U�@rY�������Y�{��¬? ��O�Áw=�OsY�?z{�Os�sY�?��z{¬��x�<s�� � �Y� H(t)

�Y�Y�O�����Y��w
λti = H(ti) 6 H(t) 6 H(ti) = λti.ÊÆ��z{}�|~wJ�Y���_z{|~�Y|�}�¬
i → ∞

�Y�O�����Y��w§�J�Yz{�$}�r{�?|�s���z{�O�
H(t) = λt

���Y}�r{�?|����W�Y�O�z{|���|�}Y¬��<Â(|x�Á���Y�Á��©«�?t§���W|~u���zO�O�Yz{|���¬Os�t§�
t > 0

¾¸x�Rw=t� �s�rO|~w��� U��}Y|��WtU���<ª(������|~� � �Yuå�{�Yz{�x}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sYtvu&�Y�OzO�O�(�U ¡rT�W|~}?Â&����Ou��������Oz{�?}Y�O�~�
H(t)

�W�YsY|�u�s�r��Y�
t
��sWr{ �tv�<r{|~zO�À���Y�OzO�O���?w7³®r{��¬?wyr�¢íÍUw§¾$�½�Y}�|���W|��W|�sY�Y|���¾ �<¨�¾Y¥å|~w[��r?w=t°w§���Y|�}Y�<r�����rO��z{¬&z{|��?}Y|~w=tÃ¢ÇsY|~�O�T�<�¡�W��w=�?��z{¬<¨y�W�?��rO ~rOs�rY¾

�q���[� ¢ �W�?��z�r{z{�?�YsY�?��z{¬<¨ ìpïJ¯²¾u¶À·�³[´<³[Ñ�Ö*Ð°¾	Ö*¸°´2¯ÈÖ¡·$³0´2³[Ñ�³á± Ç ®°¾u¿°±Ò®[ËÝ´2³M´<³Zàã½[®Ò³[Ã¯Ä´%®ZÅ�¶$³[Ã$®Èµ�¸ÄÃuÆ í³x�?��zO¬Áz{|~�Y|�}�¬
T
ã��Y�?z{�O�4³®r���¬<wyrY¾@¥��O�À�@r������Y�{�W¬O ��?|~wyr{� �Y}Y���?�Y}Y|��W|���|~sY�Y���z�r � �Y�Os�rO}YsY�<��z{�&�Y�?z{�O��r®�{¾ ��¾ N(t, t+x)

�?}�rO�Os�r{�(���{�W�Y�Y|~��z{�O�� ~r{�Y�O�?�����Y}Y���<�¡�����ª,���Á ~r(�Y}Y�?w=|�Â��<zO�O���O}Y|¡w=|�sY���Oz&w=�?w=|~sYz�r
t
�W�

(t+ x)
¢£�~w§¾u�½�Y}Y|��W|��W|�sY�Y|M��¾ ��¨��w=�TÂ(|~z� ¡r{�?����|~z{¬�z{�{�W¬O���&�Oz�Ä���� � |~�~��r γt

Ä~z{�O�~���Y�Oz{�?��rY���Oz����?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{��YsYz{|~}Y�?r{���O�
{ei}

w=|�Â��W�±�Y}Y���<�¡��rOw=�. ~r��Y�?�O���ås�rT�Y�Ys�r{�.��w=�<w=|�sYz�r
(t + γt)

�=������OsY|~�YsY��Â(|?���Oz&�O|����Y�Y�Ys�t
x
¾¸x�½w=t_�<Â(|y�W�O��r{ ~tv�?r{���®}�r{s�|�|½¢²��w§¾�¢p��¾ �?º?¨ ¨��¡�Yz{�½�&¾ }�¾¡Ä���� � |~���~r°�Y�?z{�O��r°³®r{��¬{�wyr����?�O��r���r{|~z��®�&¾ }�¾Y ¡rT�W|~}?Â��Y����sY|® ¡r{�O�W���Yz&�Oz

t
¾�¿x}Y�?w=|xz{�?��������rO���Y ��?|~��zOsY����Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬7�?}Y|~w=|~sYsYt§�1�YsYz{|~}Y�?r{���O�

{ei}i>1
w=|�Â(���1�Y}Y���<�¡��rOw=�� ¡r���Y�O�?���Y�O�Y�Y|�z?�À���Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬O©øs�¾ �W¾ }å¾ �O¾ �W¾Æ��������|����O�?rOz{|��W¬OsY�W�ysY�Y��r{�[sY|w=�TÂ(|~z� ~rO�O����|�z{¬Á�OzÁ ~rO�x�������Y}Y�?�?r{s�sY�O�~��sWrOw=����}Y�O�Y ~�O�O��¬OsY�?����w=�<w=|�sYz�rÁ�O}Y|¡w=|��sY�

t > 0
¾�¶�zO�O�À��r½�{¾ ��¾

N(t, t+x)
���Oz{�?��r½³®r���¬<wyr°sY|U ~rO�O�����Yz«�?z

t
�T�Yz{�R�O ~s�rT��rO|�z¢Ç�Y�À�½�Y}�|��W|���|�sY��©ó�Y¾ �<¨U��z�r � �Y�Os�rO}YsY�<��z{¬�Ä�z{�?���&�Y�?z{�O��rY¾

¥årO�Y��w��O�?}�r{ ~�?w§��¥�|~�O}Y|¡wyr��Y¾ ���W�?��r{ ~rOs�r(z{|��Y|~}Y¬��Y�O��sY�?��z{¬O©(¾
\ ý�#Ý'�)�'�üJü�'�� ü�'�����gk��ý$���+��'�8Ý¬ùS<=��+�xýWüJû��	�
���G>u���&ý�ûOýucK>MNA�Jý���=¡�Jý$�Yý$#�ý�þ]"'+��=u��'4û,�
�,=���þ@û���;Û=
��>��,��;¥�
��#G>������<ü���üÅÿ%;a�Jý$�Yý$#�ý�þ_û�)�'�=�����`d#�ý$-ä�Q'�����<üJüJýGFe�Yý���=u#�ý7ýWü
�b�·þ$���MN_�Yû0��û���'	^��JýWü
'	�ÅüJÿ��ß�^]
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f¡��Ø h á�Ô®á�×k�+Ý�Õ�Û®Ó�Ý�× l�ÔM�RÔ®à�Ô�Õ
Í�s�rT�Wr��Wrv�?�~�W|�z½}�rO�~��w=�OzO}Y|�s�r½�Y}Y� � |����<}Wr°��|~�?w=|~z{}Y�Y�Y|¡�����O�~�«�Y}��O}Y|�Â&���?r{s�����¢Ç���W��Y}��?��|~�Y�?rOsY���W¨U�Y�?z{�O��r��Y�Y�O ~�O�O�Y�Y©«ª�r��Á�� ��Y}Y�?�Y ��?�{��¬?sY�O�~��}�|��Y��}Y}Y|~sYz{sY�?�������Oz{�O���r����{������rOz{¬(���Oz{�?��³x�<rO�����Os�r��?r( ~rOz{|~w7��}Y|����W�TÂ(|�sWr®�W}��<��r{���Y}Y� � |����<}Wr��Y}Y�?}Y|��Â��Y�<r{sY���������Y�?w=�?ª,¬O©Ã���OzO�O}Y�?u���s�rO�O�O�?}Y�OzT�@�Y ����?rO�~���?sY�O�<�����O�~���Y�OzO�O��r�w=�TÂ�sY���z{}Y�O��z{¬&}Y|��Y��}Y}�|�sYz{s�tvu��Y�Oz{�?���RÂ�|��WrO|~w=�?u��&¾ }�¾

A(·)
¾

���O_8�`� a&	�%&34	����
�
b�	�
�"�%(	c9
�
%8
�	��
�(�����
	(d���	�%&�
	�34�Jef	����
³x}Y|��W�Y�O���TÂ���w§����z{�[}�r{�?�Oz�r_sY|~���Oz{�?}Y�O�~�_�?��z{}Y�OuW��z{�<r.}Y|~���¡�Y�Y}Ys����Y}��O�O|~}<�Y|�zO�À����?}Y|~w=|~sYsYtv|$�YsYz{|~}Y�?r{��t w=|�Â��W�[�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsYt°w=��w=�<w=|�sYz�r?w=���Y}Y�?�O|�}��O��Y}�|�����zTrO�{�Y�Y©½z®���O�?�Ou��Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬Rs�¾ ��¾ }�¾ �O¾ �W¾

{ei}i≥0
�§�O�?ª,|~u&�&¾ }�¾

A(·)
¾³x�<��z{¬��®�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©

q
Ä~z{���<��z{}Y�?u���zO�O��w=�TÂ�|�z��Otvu�z{� �Y ,��z{}Y�T��s�r���sYz{|�}��?r����|®�?}Y|~w=|~sY��w=|�Â��W�Á�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sYt°w=����}Y�O�?|�}Y��rOw=����z{�?�À��r��OsY�&�O�~�W|~z&sY�<Â����rOz{¬?�À�(�®}Y|~w=�?sYz{|�¢Ç ¡rOw=|~sY|¡¨J�x�{�W��Â�rOuYÉ,�Yu&���W|��W��©«ª(�Yu&�O�Y|~}Y|���sY�Ou&w=�?w=|~sYzx�Y}Y�{��?|�}Y�Y�å¾ÆÈØ�Y}Y�?z{�Y�Os��?w ��������r{|����O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬?©

(1 − q)
Ä~z{�±�?��z{}Y�OuW��z{�?�$�?����|�zT��?�O ~w=�TÂ�sY�W�·���YÉ(¬��Y�¡��}Y|��~�~�W�Y}Y�O�<r{sY����}Y�_�O��|�}Y|��WsY�Ou.�Y}Y�O�?|�}Y��|?¾ÅÈ#��©«�?�?w����W�?���rO|O�y�Y�<����|���r{Â(���Ou��Y}Y�O�?|�}Y�����<��z{}Y�?u���zO�O�±�Y�{�WsY�?��z{¬O© �?�?����z�r{s�rO�{���Y�<r{|~z����?�O��Y|~}Y�O�?s�rT��r{��¬OsYtv|���r{}�rO�Yz{|�}�����z{���Y���J�Y}Y�Y�Y|¡w­�Y}Y|��W�Y�O�Wr{��rO|�zO�À������z{����r{�7}�|~w=�Os�z�<��z{}Y�?u���zO�?rY�Åz�r{�.��|��~��}Y|~���¡���Y}Y�?�O��r ��}Y�O�Y ~�O�¡���Yz?�À�± ¡r sY�¡��|~�O�?|��O}�|~wJ��¾Åq(r���|~|�(�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬?©

q
Ä�z{���?��z{}Y�?u���z{�?�Á�?sY�O�?¬Áw=�TÂ�|�z��?tvuYz{�4�Y ���z{}��T� �W��w=�?w=|~sYz�r����|��W��©½ª,|�u��Y}Y�?�O|~}Y�Y��¾´yrO�~��w=�OzO}Y��w1���W�<�Wr{uYsYtvu��Y�?z{�O�å�W���<��z{�T�Yª(�Yu�z{�{�W¬O�����Y ,w=�<w=|�sYz{�?��}Y|¡w=�OsYz�rY¾�½�Y|~�O����sY���YÄ~z{�Oz��Y�Oz{�?��z{�TÂ(|,�O�~�W|�z�}�|��Y��}Y}Y|~sYz{sYt°w ¢Ç�?����|��@��z{�?�Y|�}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sY�{���z{�����À�?�¡�Ws��O���(�Y�OzO�O��r��Y}Y�O�?|�}Y�?�Á���Y}�|��W�Y�O���TÂ(|~sY���������{��sY�<w.�?�?�~��z�r{sY�?�{��|~sY�Y���r{}�rO�Yz{|�}�����z{���®�?��zO}Y�Ou���z{�?r°�Y}Y��}Y|¡w=�OsYzO|¡¨�¾��½�?�O �sWrT�Y��w��&¾ }�¾¡�YsYzO|�}Y�<r����?�«w=|�Â��W�}Y|¡w=�OsYz�r?w=�

A(re)(x)
¾+�x��s����O��z{�,��r�Â��Wtvu��YsYz{|~}Y�?r{�Áw=|�Â��W�&}Y|¡w=�OsYz�rOw=�Á���?��z{�O��z�Y 

ν
�YsYz{|~}Y�?r{���O�Áw=|�Â��W���Y}Y�?�O|�}���r?w=���Y�À�W|

ν
ã��{¾ ��¾Ï���Ww=|�©«ª�r�� �~|��?w=|~z{}Y�Y��|~�����?|}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|

P(ν = k) = q(1 − q)k−1, k ≥ 1.
¢r�Y¾ ��4<¨

��s��TÂ&��z{|���¬
(1− q)k−1 �? �s�rT�Wr{|�zT�<�Yz{�&}Y�?�OsY� k − 1

}�r{ x�Y}Y���Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsYt§��Y}��O�O|~}Y��r���}Y|~w=�?sYz�sY|�z{}Y|~�O�O�<r��W�À���Wr�w=sY�TÂ��Yz{|���¬
q
ã��Yz{��sWr��YsYzO|�}Y�<r���|(�Y|�}Y|��

k
�ìz{�?u���}Y�O�?|�}Y���Ou[�Y}��O�Y ~�OÉ���r$���{���<w=��r��Æ�Y�?z{}Y|��?�O�<r{�OÉ�r��.}�|~w=�Os�zTr�¾9Ê½�Y�Yz{tv�<r��sY|~ ~rO�O������w=�?��z{¬,�Y�O���?w=�?�����Y}Y�?�O|�}��O������z{�Oz&�®r{�YzT���YzO����r{Â(��tvu��YsYzO|�}Y�<r����O}Y|��w=|~sY�1w=|�Â��W�.���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sYt°w=�.}Y|¡w=�OsYz�r?w=�.�Y�O�Y�Y|�zO�À�[����wyw=�Ou[�Ys�z{|�}Y�<r����?�w=|�Â(���,�Y}Y�?�O|~}Y��rOw=���O�&¾ }�¾

A(re)(x)
w=�TÂ(|~z®�Otvz{¬x ~rO�Y���~r{s�r®����|��W��©½ª,��w$�O�?}�r{ ~�?w

A(re)(x) =

∞
∑

k=1

q(1 − q)k−1Ak
∗(x),

¢r�Y¾ ��/<¨
r&���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½ª,|�|R�Y}Y|~�O�?}�r{ ~�O�?rOsY�Y|Rç·�éè<ê~¾Y�?z&sY|°jx}�rO�OsY�

a(re)(s) =

∞
∑

k=1

q(1 − q)k−1 ak(s) =
q a(s)

1 − (1 − q)a(s)
.

¢p�Y¾76�º<¨
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T = {Tk}k≥0, T0 = 0
ã����À�?�¡��sYtvu�}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sYtvu��Y�OzO�O�����?�Y}Y|���|���Y�Y|~w=tvu��&¾ }�¾

A(·)
�Tr

{νk}k≥0
ã½���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{¬§s�¾ �W¾ }å¾ �O¾ �W¾6�~}�rO���Y}Y|���|���|~sYsYt§����?� �WrO��sY��¢r�Y¾ ��4<¨���z{�

ú%������=ª���
�<ü����U8e¬£ù	hÝ¬ Ç ³[´2³[Ñ
T

(re) = {T
(re)
k }k≥0

Ë�Ï�®,½[®,Ð,®�¸²±MÎ�¹UÁª³èµ�±�»0¾*®°±�¶
T

(re)
0 = 0, T

(re)
k = Tν1+ν2+...+νk

,
¢r�Y¾76�¼¡¨

Ã$®lÏ,ÎªÐ,®,¸°´2¯ÈÖU·,µu³èµ*¸ÄÉ�¸°Ã�Ã�Îe±~·$³[´<³[Ñ�³á±�ËQ·$³È¾u»�Ì�¸ÄÃ�Ã$Îe±~¶+Ï¡¶$¯áØ$³[½0Ã$³[àá³%·$³0´2³[Ñ�®
T = {Tk}k≥0

í�·$³È±M³[ç2¿�¼ àã¸°³È±Ò¸Ä´�µu¶�Ì�¸l¯ÄÑ�³[àá³<·Zµ*³[¯l¸Ä¶uÐ,®ZÃ�¶+Ö�Æ
�½�O�O ~s�rT�Y��w$�@r���|~|

e
(re)
k = T

(re)
k+1 − T

(re)
k , k ≥ 0

¾�D�z{���?|������Y�YsYt��?�O}�rO ���©«z
�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬Ás�¾ �W¾ }å¾ �O¾ �W¾

{e
(re)
k }k ≥ 0

���&¾ }�¾
P(e

(re)
0 ≤ x) = A(re)(x)

��O�Y}�|��W|���|�sYs��Ou���¢r�Y¾ ��/<¨�¾³x�?��zO¬
a1 = Ee0 =

∫ ∞

0 x dA(x) < ∞
¾<¥��?�À��rY�?�O�Y|~�O���Ws���� ∫ ∞

0 x dAk
∗(x) =

ka1
��w=t�w=�TÂ(|~w§���W���Y�O��¬O ~�{�$¢r�Y¾ ��/?¨����Otv�Y�W�����YzO¬���|�}Y�?tvu�w=�<w=|�sYz&}�r?���Y}�|��W|���|��sY�����O}Y|¡w=|�sYs�t§���YsYz{|~}Y�?r{���O�&�&�Y}Y�?}Y|�Â�|�sYs��?w_���Oz{�?�<|®����|��W��©½ª,��w��O�?}�r{ ~�?w�O

a
(re)
1 =

∫ ∞

0

x dA(re)(x)

=

∞
∑

k=1

q(1 − q)k−1

∫ ∞

0

x dAk
∗(x)

=

∞
∑

k=1

q(1 − q)k−1(ka1) = a1q

∞
∑

k=1

k(1 − q)k−1

= a1q
(

1 + 2(1 − q) + 3(1− q)2 + . . .
)

=
a1q

q2
=
a1

q

¢r�Y¾76{¹O¨
�W�W|¡��¬4�Y}Y���Otv�Y������|�s��Y������wyw=t

S =
(

1 + 2(1 − q) + 3(1 − q)2 + . . .
) �?t§��������{��¬? ��O�<r{s_zO�Oz_�®r{��z¡�y��z{�4���Y�[�O|¡�����OsY|~�YsY�4���Otv�?rO©«ª(|�u ¢£zT¾ ��¾

(1 − q) < 1
¨��|~�?w=|�zO}Y�Y�Y|¡�����Ou���}Y�O�~}Y|~�~���Y�

S1 = 1+(1−q)+(1−q)2+. . . = 1
q ,
�(�Yz{�R�������?wyr{�

S
�Y}Y|��@��z�r{�?��wyr����O���W|

S = S1 +
(

(1 − q) + 2(1 − q)2 + . . .
)

= S1 + (1 − q)S,�Oz{�����@r
S = S1

q = 1
q2 .¸x��¢p��¾56O¹O¨U�O ~s�rT��rO|�zT�Y�Yz{�

a
(re)
1 → ∞

���Y}Y�
q → 0

��r{Â(|���}Y� �x�Y�����Y}��O�?rOsYsY�<w �s�rT��|�sY�Y���Y|�}Y�?�O�~��w=�?w=|~sYz�r
a1
¾·³x�?Ä�z{�<w=�Á}�r?���~w=�Oz{}Y�Ww�����|��W��©«ª(�Yu�¯�sY�O}�w=��}Y�{��?rOsYsYtvuÅ¯��Y�Oz{�?�

T(q) = {Tk(q)}k≥0,
���Oz{�?}Ytvu �?�O}�rO ��O|¡w[�,�Y�<w=�Oª(¬O©L ¡rOw=|�s�twyrO��É,z�r{�<r,É(��r{��t��?}Y|~w=|~sY�PO

Tk(q) = q T
(re)
k , k ≥ 0.

¢p��¾56,�?¨
Ì9���W���?�O�? �s�rT�Y��z{¬(zO|��Y|~}Y¬

ek(q) = Tk+1(q) − Tk(q), k ≥ 0,
¢p��¾56Z�<¨

z{��w=�TÂ�sY�&}�rO�~��w=�?z{}Y|�zO¬&�&¾ }�¾
Aq(x) = P

(

ek(q) ≤ x
)

= A(re)
(x

q

)

,
¢r�Y¾76,�O¨
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�Y}��Y�Y|~w����?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½ª(r��Á|�u��x��sY� � ����ç·�éè<ê~¾��O�~�W|�z&}�rO�Os�r

aq(s) = E exp(−s e0(q)) = a(re)(qs) =
q a(qs)

1 − (1 − q) a(qs)
.

¢p�Y¾76Z�<¨
gJ��ý��
�+��'f8Ý¬ \�¬YÜTgU¬ Ð �<ü�� ß ïJ¯²¾u¶UÐZ¶$½2ÁäÆ µÝÆ A(·)

Ï,®�½0®,Ã�ËQ®�·u®Èµ	®l±�¸Ä´�µ
q → 0

Ëª´2³
Aq(x) → 1 − exp

(

−
x

a1

)

,
½ã¾	Ö�¾u¼�Ú0Î
Ø

x ≥ 0.
¢r�Y¾76�6O¨

 �¡G¢o£G¤`£L¥P¦½§�¨-©K¥Pª�¡S«
³x|�}�|��Y�YÉ(|~w

aq(s)
�Y �¢p��¾56,�?¨U���W|��W��©«ª(��w��O�O}Wr{ ��<w�O

aq(s) =
qa(qs)

1 − (1 − q) a(qs)
=

a(qs)
1−a(qs)

q + a(qs)

=
a(qs)

(a(0)−a(qs)
qs

)

s+ a(qs)
.

¢p�Y¾76Z4<¨
¥År{����r{���Y}Y�

q → 0
�?tv}�r�Â�|�sY��|

(a(0) − a(qs)

qs

)

→
(

−
da(s)

ds

)
∣

∣

∣

s=0
= a1,

r&�x��sY� � �Y� a(qs) → 1,
zO���Y �¢p��¾56,4?¨9�Otvz{|~��rO|�zT�Y�YzO�

lim
q→0

aq(s) =
1

1 + a1s

���Y����©«�?t§�:���
Re s ≥ 0.

¢r�Y¾76Z/?¨
�·r?w=|�z{�Ww§�·�Yz{�����Y}Wr{�?r��4¢r�Y¾76Z/<¨°�Y�O�����Y�����<��¬��Otv}�r{Â(|~sY�Y|O�@}�rO�OsY�?|,�Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r��sY��© ç·�éè<ê¡¾O�Oz,Ä������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY�?u&�&¾ }�¾Ï�Oz{�(|~��z{¬��Oz (

1− exp(− x
a1

)
) ¾<¸x�®��}Y|��?�O}�r{� ~�O�?rOsY�Y|,ç��µè�ê~¾Ï�W��r{���Y ��?|~��zOsY�����O�O�WrT��rO|�z����O�OuW��z{�?�?w�sY|���}Y|�}Ytv�?sY�?��z{�����Y�OÄ~z{�?w=��Y �¢r�Y¾76Z/?¨U����|��W�?|�z�¢p��¾56�6{¨��<��z{���� ~r{�?|�}YÉ�r{|~z®�W�?��rO ~rOz{|���¬<��z{�?��¾

�¦x �Ä~z{�Ou.¥å|��?}Y|~w=tû��¾ � � gf¬ Ð �<ü�� �°���W|��W�?|�zT�Å��z{���Y}�� q → 0
��}Y|��W|���¬Os�tvu�Y�?z{�O�����<ª(|~��z{�O�?|�z®�&�Y�{���Y|�zO�À�&�Y�?r?�����OsY�?�?������w§��zT¾ |?¾?�YzO�Á¯�sY�?}�w=�Y}Y�?�?rOsYsYtvuÅ¯.}Y|���Y��}Y}�|�sYz{s�tvu �Y�OzO�O�

T(q)
��zO}Y|~w=�Yz?�À�����Y�?r?�����OsY�?�?�����<w=���Y�OzO�O�Y����z{�<w1���Yt°����|O��YzO���&¾ }å¾å|��~� �O}�|~w=|�s�sYt§�4��sYz{|�}��?r��W�O� w=|�Â��W�4�Y}Y�Y�?�¡��r?w=�7 ~r��Y�?�O�[¢p��¾56��O¨®��z{}Y|��w=�Yz?�À�&��Ä~�����Y�?sY|�s � ��r���¬?sY�?w=�(}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y©(¾?¶� ~s�rT�Y�Yz®���<��|°���?sY|��Ys��?w=|�}�sYtv|}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y�������{�Y ¡r{sYs�tv|&�&Ä~z{��w
�Y�?z{�O���?w§���À�<�¡���YzO�À�4��z�rO�<�<w�Â�|���w=t°����|�����O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,��w.���OsY|~�YsY�?w=|~}YsYt°w.}�rO���Y}Y|���|���|~sY����w��Y�Oz{�?��r�³x�<rO�~���OsWrY¾

���O_8��+ ��%&
�����%(	��
��	�9�%(��%("��5
:����	�h� &	�34%&i.�j�>�k�
³x}Y|����WrO��r{|~w=tvu�sY�YÂ(|&w=|�z{�¡�$��}Y�O}Y|�Â��Y�?rOsY�����Y�?r?�����OsY�?�?�����?���&�Y�OzO�O��r���w=|~|�z�s�|z{�O��¬O���&z{|~�O}Y|~z{�Y�Y|¡���Y�Yu �~w=t°���å�WsY��sÁ�W|~u���z{�?�Yz{|���¬OsY�Áw=�TÂ(|�z&�?tvz{¬��������{��¬? ��O�<r{s��w=�¡�W|����Y}Y�?�?rOsY�Y�(���Y����|~sY|�}Wr � �Y�&�Y «���À�?�¡�Ws��O���R�Y�<rO�����OsY�?�?���<�?���½�Y�Oz{�?��rx}Y|��Y��}��}Y|~sYz{sYt§���Y�OzO�O���O�&�Rz{}Y|��?�O|¡w=t°w=�����O�?u���z{�<rOw=�±¢ÇzT¾ |O¾��x ¡rT��rOsYsY�Ou��&¾ }å¾

A(·)
¨�¾
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³x�?��zO¬��&¾ }�¾

A(x)
sY|����OzO�O}Y�?u sY|��?z{}Y� � r{z{|���¬OsY�?u$�O¾ �W¾W��w=|~|�z������?z{sY�?��z{¬ a(x) ¾¥��?�À��r,���Y��sY|°j�w=�TÂ�|�z��Otvz{¬&�O��}Y|��W|���|�sWr�����|����<©½ª(r{���x��sY� � �Y�

rA(x) =
a(x)

1 −A(x)
,

�O�?|��W|~sYs�r��_sWrOw=�.}Wr{sY|~|Á��r{�
¯��YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬4�OzO��rO ��?��¯ö�[¢²¹Y¾6¼0�?¨��Å���Y}Y��Ä�z{�<w�&¾ }å¾
A(x)

�W���O� �Wr?��sY��¢²¹Y¾6¼Z6{¨����Y}Y|��@��z�r{�?��wyr����?���W|
A(x) = 1 − exp

(

−

∫ x

0

rA(u)du
)

.
¢r�Y¾ 4Oº?¨

³x}Y|��W���{���TÂ���w7��s�rT��r���rY�O��z{�(�x��sY� � �����YsYz{|~s������OsY�<��z{���?z{��r{ ~�O� rA(x)
�O��}Wr��sY�Y�Y|~s�r&���?|�}<���O��zT¾ |?¾�����ª(|~��zO�O�O|~z(z�rO��r{�

λ > 0
���YzO�

sup
x
rA(x) ≤ λ.

¢p��¾ 4�¼¡¨
´=r?���~w=�Oz{}Y�Ww �Y�<rO�~���Os��O�?���Y�Yu��Y�Oz{�?�

T = {T1, T2, . . .}
����r{}WrOw=|�zO}Y�?w

λ
�Y ¢p��¾ 4�¼¡¨��·���{�WrO��r����·��r{�±�O�?tv�YsY�W�

T0 = 0, ej = Tj+1 − Tj , j ≥ 0.
iU�~�W|~w �O�Eÿ·�Y�{��Y�Yz{¬°��r{Â(��tvu®�O�Y|~}Y|��Ws��Ou®�Y}Y�Y�?�¡�

i
�ìz{�?���vz{}Y|~�O�?�?r{s����R�� Æ�Y�?r?�����OsY�?�?�����?���9���Oz{�?��r¯��<���Y|��?�?w°¯_�����$¯�sY|��<���Y|��?�<w°¯��T}�r{ ~tv��}Ytv�<r�����r{Â��Wtvu�}�r{ ,¯��?���Y|��å¯.��¯�sY|~�?����|��å¯

�,�?|�}Y�T�YzOsY�?��z~��w=� rA(Ti)
λ

� (

1 − rA(Ti)
λ

) ���O�?z{�O|~zO��z{�?|�sYs��$¢£rOs�r��W�O�����YsY���Y�WrO�~������Y|~�����Ou��À�?|~w=|xsY|~ ~rO�O������w=t§�������Ytvz�r{sY�Yu�iU|�}Ys��~�����W¨�¾³x�?��zO¬
κ = κ(1)

�½sY�?w=|~}7�Y|�}Y�?�O�~��w=�<w=|�sYz�r��å���?�O��rO�OÉ,|~������¯��<���Y|��?�<w°¯�¾·¥��O��À��r�|~�������Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ&��z{¬����YzO���O���W�Oz{¬(�W��w=�<w=|�sYz�r&�O}�|~w=|�s��
x
�Y}Y�YÉ,����}Y�O�?sY�

jz{}Y|~�O�O�<r{sY��u[¢£zT¾ |?¾
N(x) = j

¨��Åz{�.¢Ç��� �O�Y}�|��W|���|�sY��©]�Y�����Wr
κ
¨xs�rO��z{������|~sY�Y|����{��Otvz{�Y�

{Tκ > x}
�O�~�W|~z�Ä����O�Y�<r���|~sYz{sY�Á�<zO�O|�}<Â��W|~sY�Y©,�·��z{�Á��}Y���?�¡��tL�?��|���Ä�z{�Y��Y}Y|��WtU�W��ª,���

j
z{}Y|��?�O�<r{sY�Yu����O�O�WrT��r{�����®�Otv��r��W|�s��Y|~w­¯�s�|��?���Y|���rW¯{¾YÈ�tv���������Ww��s�rT�Wr��Wr(�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬

p(i)(x)
�9zO�O���W���Yz{����r�Â��Wtvu��?z���|���¬?sY�&�O ��YzOtvu�z�rO�<�?u�w=�{�w=|�sYz

Ti = u
���O�?��rT�W|~zv�½¯�s�|��?���Y|��<�?w°¯{¾Àq��Y��Ä�z{�?���°�<���Y�<w=sY��w§�¡�Yz{�°���½¥�|~�O}Y|¡w=|U¹Y¾ ¹�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬&w=�?w=|~sYz{�O�

Ti
�Y ®���?rO�~���?sY�O�<�����O�~���Y�OzO�O��r&w=�TÂ(|�z&}�r?���~wyr{z��}Y�Y�<r{z{¬<�À����rO�����Y�O}<���W�?�Y|�s�s�r����Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{¬�så¾ �W¾ }�¾ �{¾ ��¾Ï���O ��YzOt§� �Y ,}�rO�{�sY�?w=|~}YsY�?����s�r

[0, x]
}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y�±�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{|�u1¢£�������OzOsY�?��z{¬O©

f(u) = 1
x

¨�¾¸x�&z{�O�À��r
dp(i)(u) = P(”

sY|��<���Y|��
”) P(u < Ti ≤ u+ du) =

(

1 −
rA(u)

λ

) 1

x
du,

p(i)(x) =

∫ x

0

(

1 −
rA(u)

λ

) 1

x
du = 1 −

1

λx

∫ x

0

rA(u) du.
¢p��¾ 4<¹O¨

¶]�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬�z{�O�~���å��z{���Y}��_�Y}Y���<�¡�W|��?��|��±Ä�z{�Y�
j
z{}Y|~�O�?�?r{s��Yu7}Y�O�?sY�

j
}�r{ �Y�¡�W}<����sY|� ¡r{�O�W����w=���Otv��r���r��_¯�s�|��?���Y|��å¯{�<�?�~�W|�z&}�rO�Os�r

(

p(i)(x)
)j

= P
(

Tκ > x|N(x) = j
)

=
(

1 −
1

λx

∫ x

0

rA(u) du
)j

.
¢r�Y¾ 4��?¨

È§���Y�<w=�Ys�r����9�Yz{�_�{¾ ��¾
N(x)

��w=|�|~z7�Y�?r?�����?sY�O�<�����O|Á}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|?�Æ�OzO��©U��r±�Y��x�O}�w=�¡��|x�Y�O��sY�?uÁ�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO�Á��w=|~|~w

P(Tκ > x) =
∞
∑

j=0

P
(

Tκ > x|N(x) = j
) (λx)j

j!
e−λx.

¢r�Y¾ 4,�<¨
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³x�¡����z�r{�{��������©U��r��Otv}Wr�Â(|~sY�����Y �¢p�Y¾ 4��<¨��W�����Y�Yz{tv�<r��_¢p��¾ 4<¹O¨§���Y}Y|��@��z�r{�O��|�sY��|¢r�Y¾ 4Oº?¨����Y�{�����Y�Ww

P(Tκ > x) = e−λx
∞
∑

j=0

(

p(i)(x)
)j (λx)j

j!
= e−λx

∞
∑

j=0

(

λxp(i)(x)
)j

j!

= e−λxeλxp(i)(x) = exp
(

− λx(1 − p(i)(x))
)

= exp
(

−

∫ x

0

rA(u) du
)

= 1 − A(x).

�½z{�����@r���}�rO ��Á�Y�{������rO|~w§�W�Yz{���Ys�z{|�}Y|¡����©«ª�r���s�r?���&¾ }å¾��Y|~}Y�O�?����w=�?w=|~sYz�rY�W���O�O���rO�OÉ(|����&��¯��<���Y|��?�?w°¯{��}�r{�?s�r, ¡rT��rOsYsY�?u�s�r?w��&¾ }�¾
A(x)

�WzT¾ |?¾
P(Tκ ≤ x) = A(x).

¢r�Y¾ 4��O¨
¦®�����{��¬? ��{���Y�O�����Y|�sYs�tvu }Y|� ~�¡��¬�z�r{zT�·w=�TÂ&s����Y}Y|������TÂ��Yz{¬�����|��W��©«ª,��©#�Y}Y�{�

� |��W��}Y�,��}Y�O}Y|�Â��Y�?rOsY���&���À�?�¡�Ws��O���R�Y�<rO�����OsY�?�?���<�?���½�Y�Oz{�?��r°�W�Y���Y�?��z{}Y�O|~sY����sY�O��?�O���7}�|��Y��}Y}Y|~sYz{sY�?���_���Oz{�?��r7� Â(|��Wr{|¡w=�Ou��&¾ }�¾
A(x)

|��~�_�YsYz{|~}Y�?r{���O��w=|�Â��W��Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os�t°w=��w=�?w=|�s�zTr?w=�Á��}Y���?�¡�@r�z{}Y|~�O�?�?r{s��Yu�¾���t��O��}Y|��W|����������OtvÉ(|�O¾ �W¾
κ = κ(1)

��rO�,�Y|~}Y�Otvu,w=�<w=|�sYzR���À�<�¡�WsY�O�~�°�Y�?z{�O��rY�¡���?�O��rO�OÉ,��u��9�?tv��rT�W|~sY�Y|¡w¯��?����|��<r�¯�¾$�½�?�O �sWrT�Y��w�z{|��Y|~}Y¬
S0 = 0, S1 = Tκ(1), αo = S1 − S0.

¥��O�À�@r�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬(�{¾ ��¾
T

(1)
i = Tκ(1)+i − S1 = Tκ(1)+i − Tκ(1), i ≥ 0,

¢r�Y¾ 4��<¨
�?����|�z���sY�O�<r7�Y}Y|�����z�rO�{�Y�Yz{¬[���?�O�?u1sY���YzO���Ys��O|4��rO���Y�<rO�����OsY�?�?���Y�Yu1�Y�?z{�O�
��Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬O©

λ
�·���?z{�O}Ytvu4sY|& ~rO�O�����Yz��Oz��O|��W�Y�Y�YsYt

αo = S1
�·���?�����O��¬O�Y��Y�O�Y�Y|�zO�À� ��}Y�¡�W�{��Â(|�s��Y|~w1�W�À�?�¡�WsY�?����¢²��z�r � �Y�Os�rO}YsY�?���<¨°�Y�?r?�����OsY�?�?�����?���&�Y�OzO�O��r�R�Y|~}Y|�sY�<���<w_s�rT��r{�Wr(�OzO���Y|�z�r&�O}�|~w=|�s��Á��w=�?w=|~sYz

Tκ(1)

¾q(r��W|�|§�������Y�Oz{�?��r�¢p��¾ 4��?¨y���O�O|~}YÉ,|~sYsY�,rOs�r��W�O�����YsY�®�O��}Y|��W|�����w7��sY�O�<r®sY�?w=|~}�Y|~}Y�O�?���&w=�?w=|~sYz�rY�Y���?�O��rO�OÉ(|�������¯��<���Y|��?�?w°¯{�?�?�O�? �s�rT�Y�Ww7|��~�
κ(2)

�Á�Y�O���TÂ���w
S2 = S1 + T

(1)
κ(2) ≡ Tκ(1)+κ(2), α1 = S2 − S1.

�x��sY�����Yz{�
α0
�
α1
s�|� ~rO�O������w=t��

P(α1 ≤ x) = A(x)
¾�½�Y}Y|��W|��W��w.zO|��Y|~}Y¬

T
(2)
i = Tκ(1)+κ(2)+i − S2, i ≥ 0,

���OzO�O}Ytvu±��sY�?�?r��O��r{Â(|�z?�À�$�Y�<rO�����OsY�?�?���Y��w�����sYz{|�sW���Y�?sY�?��z{¬O©
λ
�å�±�Y�<��z{¬

κ(3)�?����|�z�sY�?w=|~}Y�?w��Y|�}��O�O�~��w=�<w=|�sYz�r������?�O��rO�OÉ,|~���,��¯��?���Y|��<�?w°¯
�&Ä�z{�<w.���Oz{�?�<|?¾³x�O���TÂ���w_r{sWr����?���Y�Ys��
S3 = S2 + T

(2)
κ(3) ≡ Tκ(1)+κ(2)+κ(3), α2 = S3 − S2.�½�Y|~�O����sY���?�Y}Y� � |��W��}�r�w=�TÂ�|�z��?tvz{¬��Y}��¡�W�{�YÂ�|�s�r��&��r��W|�|O�?�Y}Y�Y��|~w7�Y�O������r{|¡wyr���Y}���Ä�zO�?w1�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬��{¾ ��¾

{α0, α1, α2, . . .}
�O�~�W|�zÁ�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�O���z{¬O©�s�¾ ��¾ }�¾ �{¾ ��¾Y�x�O�?ª,|~u��&¾ }�¾

A(x)
¾
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¥��O�À�@r&�������?w=tvu�}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sYtvu��Y�?z{�O��|~��z{¬&�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬�w=�?w=|�s�z{�O��O}Y|¡w=|�sY�

0 = S0 < S1 < S2 < S3 < . . .
��r��YsYz{|~}Y�?r{��tLw=|�Â��W��Ä~z{��w=�w=�?w=|~sYz�rOw=�

αk = Sk+1 − Sk, k ≥ 0
�Y��w=|~©«z��?�Oª,��©��&¾ }å¾

A(x)
¾

� '��ß��D
'�ü����d8Ý¬ùSe¬#�¡¾	ÖdÑ�³èµ�µ*¸ÄÑ�´<Ã$³Z¯Ä´2¶?½[®ZÃ$Ã�³[¹d·Zµu³[Åu¸°½0»ãµ*ÎC·Zµ*¶�Ãu¸°ÐZÎ�·$³È¾uÃu¸ÄÃ�¶$¶»�¯²¾u³ZÐZ¶+Öfìcú�Æø÷Eïáí¡ìÓ´�ÆÞ¸lÆuÑ�³[àã½[®<Ð,¸²¾u¶�Ì	¶$Ã$®
rA(x)

Ã$¸Ô³[àrµ�®ZÃ$¶�Ì�¸ÄÃu®áíJ±�ÎdÚ0»�½[¸²±óÐZÎ�Ã$»,ÉÊÕ½[¸ÄÃ�Î£±�¸°Ã�Öu´2¿%¶�Ã�´%¸ÄÃu¯Ä¶uÐZÃ�³Z¯Ä´2¿
λ
¶$¯áØ$³[½0Ã$³[àá³2·�»�®,¯°¯°³[Ã�³ZÐ,¯ÄÑ�³Zàá³<·$³0´2³[Ñ�®%Ãu®

Λ > λÐ,¯èÖuÑ�¶�¹Òµ	®0Ï[Ë�Ñ�³Zàã½[®
rA(x)

½0³Z¯Ä´%®Z´2³0Ì	Ã$³Ò·,µu¶�Úá¾u¶+Ï,¶�´%¯èÖ_Ñ�´%¸ÄÑ�»�ç2¸²±�»%³[àrµ�®ZÃ$¶�Ì	¶$Ð�®ZÕ¼�ç2¸²±�»¡»ãµ*³ZÐZÃ�¼�Æ
� '��ß��D
'�ü����À8e¬Þ\Ý¬j,
®,¯Ä´2Ã�Îe±é¯²¾u»�Ì�®,¸²±å·,µ*¸°½ã¾u³0É�¸°Ã�Ã$³[àá³�±Ò¸Ä´2³Z½0®ßÖ*Ð°¾	Ö*¸Ä´%¯èÖÀ·Zµ*³[ÕÅ$¸l½l»Äµ	®ZË%·$³°Ï,ÐZ³á¾	Öu¼�ç2®lÖé·Zµ*³èµ*¸°½0¶$´<¿b¶+±�¸Ä¼�ç2¶�¹u¯èÖå·$»�®,¯l¯Ä³[Ã�³ZÐ,¯°Ñ�¶$¹�·$³[´<³[ÑC¯?¶�Ã$Õ´2¸°Ã$¯°¶$ÐZÃ$³[¯°´<¿�¼

Λ
½0³�·�»�®�¯°¯Ä³[Ã$³[Ð�¯ÄÑ�³Zàá³�·�³[´2³0Ñ�®"¯2É�¸²¾*®,¸²±�³[¹�¶$Ã�´%¸ÄÃ$¯°¶$ÐZÃ$³Z¯Ä´2¿�¼

λ < Λ
ÆP��¾	Ö ð ´<³Zàá³?Ð,¯èÖuÑ�¶�¹"µ�®lÏ�·,µu¶×àã¸ÄÃ$¸ëµ	®,Å�¶�¶a¯Ä³[Ú[Î�´<¶+ÖbÚ[³È¾*¸l¸À¶$Ã�´%¸ÄÃu¯Ä¶$Ð,Ã�³[Õàá³�·�³[´2³[Ñ�®M±MÎÛ½0³á¾$ÉÊÃ�ÎUµ	®0ÏZÎªàrµ*ÎªÐ,®Z´2¿£ò²»�¯°·$¸ÈØ$ÕëÃu¸Ä»�¯Ä·$¸áØJò²¯�Ð,¸Óµ*³ãÖu´2Ã�³Z¯°´�Ö	±�¶ λ

Λ

¶
(

1− λ
Λ

) ¯°³0³[´%Ð,¸Ä´%¯Ä´%Ð,¸°Ã�Ã�³,Æ+îW¯²¾u»�Ì�®,¸�òë»�¯Ä·$¸áØu®eò"±MÎdÐZÎ�Ú[¶Zµ�®,¸²± ð ´<³[´Ê±�³È±�¸°Ã�´<Ë*®·Zµ*¶ÊòëÃu¸Ä»�¯°·$¸áØu¸$ò�·Zµ*³[·�»�¯°Ñ�®,¸²±~¶f·$¸Óµ�¸ÈØ$³Z½0¶�±÷ÑÀ³lÉ�¶$½[®ZÃ$¶�¼é³[Ì�¸Óµ�¸°½0Ã�³Zàá³%¯Ä³[Ú[Î�´<¶+Ö¶+Ï
Λ
Õë·�³[´2³0Ñ�®�Æ3îª´2³�½[¸°¹$¯Ä´%ÐZ¶$´2¸²¾u¿�Ã�³�Ì�®,¯Ä´2Ã�Î�¹×¯²¾u»�Ì�®,¹¥·,µ*¸°½ã¾u³0É�¸°Ã�Ã$³[àá³UÐ,Î�º2¸±�¸°´<³Z½[®[Ëe·$³[¯°Ñ�³á¾u¿�Ñ�»%·,µu¶ ð Ñ�¯°·�³[Ã$¸°Ã�Å�¶u®°¾u¿�Ã$³[¹¡ÁäÆ µ�Æ A(x)

¯Ä³[³[´2Ð,¸°´2¯°´2Ð,»�¼�ç%®°Ö�¶�Ã$Õ´2¸°Ã$¯°¶$ÐZÃ$³[¯°´<¿�³[´2Ñ�®lÏ�®
rA(x) ≡ λ

ìÓ¯²±<Æäìaö+Æ ûlAãíÈí�Æ

f¡�`m � �!l�×§á�l�Ô®ÚUÝ�ÆÁÝÁÞ l�ÔM�RÔ®à�Ô�Õ
´yrO���~w=�Oz{}���w�zO|��Y|~}Y¬�¯��Y}Y�?z{�Y�?�O�Y�O���TÂ�sY��©�¯��,�Y}Y�O}�|�Â��Y�?rOsY�Y©[�Y}Y� � |����<}��(���W�TÂ(|��sY�������W�<�Wr{uYsYt§���Y�OzO�O���O�W�Æ�Y}Y�Y�?�¡���Yª,��© �7}Y|~ ��¡��¬�z�r{zO| �1�Y�?r?�����OsY�?�?�����<w=�7�Y�{�z{�O���O¾9¶ �Ww=|�sYsY�W�Æ�Y�?��r{Â(|¡w§�y�Yz{�.���<��|�}Y�Y�? �� � ����¢£zT¾ |?¾9s�r{���TÂ(|~sY�Y|¡¨��W�<��z�r{zO�O�YsY�¯�}Y|��W�Y���å¯��Y�Oz{�?���O��¢Ç���OzO�O}Ytv|°w=�?����z®�Otvz{¬®��r�Â�|°sY|°}Y|~�Y��}Y}Y|~sYz{sYt°w=�W¨9�À�?�¡�W��zO�À����Y�?r?�����OsY�?�?�����<w=�(�Y�?z{�O���O¾

����n���� ��%&
������
%&�("��po�������b��qd7%(9��
	��7	'��	����)�$�.%(h(%�o�����b
	��
�)�
ÈUtv�O|�}�|~w�sY|����?z{�O}Y�?|Æ �sWrT�Y|�sY��|

n ≥ 1
��}�r?����w=�?z{}Y��w�sWr{�O�?}®}Y�O�?sY�v�Y 

n
s�|� ~rO�O�������w=t§�4w=|�Â(���$���?�O�?u$�Y}��O�Y ~�O�{�W¬OsYt§����������r{uYs�t§�$�Y�?z{�O���O�±¢ÇzT¾ |O¾

n
�Y}��O�Y ~�O�{�W¬OsYt§��Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{|~u����W�<�Wr{uYsYt§�[w=�?w=|~sYz{�O�7�?}Y|~w=|~sY�W¨��Æ��r�Â��Wtvu[�Y ����Oz{�?}Yt§��O�?�O �sWrT�Y��w

T
(n)(i) = {T

(n)
i,k }k≥0, T

(n)
i,0 = 0, 1 ≤ i ≤ n.

ú%������=ª���
�<ü����U8e¬£ù�ù$¬r&�»�·$¸ëµu·�³°Ï,¶�Å$¶$¸Ä¹Ûì Ãu®°¾u³0É�¸°Ã�¶$¸²±�íÒ·�³[´2³[Ñ�³ZÐ
T

(n)(i)
Ãu®lÏ,Î�ÕÐ,®,¸°´2¯ÈÖÀ·$³[´<³[Ñ

T
(n) Ë
·Zµ*¸l½[¯Ä´%®,Ð°¾	Öu¼�ç2¶�¹¡¯Ä³[Ú[³[¹_»�·�³èµ	Ö*½0³[Ì�¸ÄÃ$Ã�»�¼WÑ�³á¾�¾*¸°Ñ�Å�¶$¼WÐ,¯°¸áØ¯lÆÞÐ�Æ

T
(n)
i,k , 1 ≤ i ≤ n, k ≥ 0

¶+Ï�»�Ñ�®0Ï,®ZÃ$Ã�³Zàá³�Ã$®,Ú0³èµ�®�Æ
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³x}Y��Ä�z{�<w��<�À�Y�Y�Yu�}�r{ ?�����O�À��r½sY|����?z{�O}Ytv|

m > 1
�O¾ �W¾��Y vÄ�zO�Ou��<�O�Y��|~� � �Y���O��r��Â���zO�À��}�rO�OsYt°w=���W}Y���«�W}Y�����?�Yw=t��?����|~w_���T��}Wr{s��Yz{¬����Yz{�O�~�O�?�?w±�Y�?z{�O��|R�?��|RÄ�zO�

m
�¡�W�Ys�rO�<�?�Ot§�xw=�?w=|�s�z{�O�W���Y�O�Wr{��r{�x���O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,�Y|

(m−1)
�YsYzO|�}Y�<r����?�«w=|�Â&��W��sY�Ww=��}�rO�OsYt°w=� s��~�W©,¾y¢£¸x��Â�|O�@�Y�<����|(s�r����TÂ�|�sY�Y��s�|����Oz{�?}Yt§� ���Y| � ��r{��¬OsYt§��W�?�Y�{�WsY�Yz{|���¬OsYt§���O�~}�r{sY���Y|�sY��u��O�Y�¡���O�Os�tv|§���Yz{�<r � �Y���?�~�W��z�r{�OzO�?wyr{zO�Y�Y|~���Y�&��������W©«�Y|~sYt«¨�¾

³x�?��z{¬
e
(n)
0 , e

(n)
1 , e

(n)
2 , . . .

ã_�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬$�?}Y|~w=|~sYsYt§�.�Ys�z{|�}Y�<r����?����Y�?z{�O��|
T

(n) ¾Å��tf�O�~�W|¡w
������r{zO¬����Y}��4��rO�Y���$�<�����?�O�����$�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬�Y�?z{�O���?�
{T(n)}, n = 1

�À�<�¡�W�YzO�À�±�_�Y�?r?�����OsY�?�?�����<w=���Y�Oz{�?�Y����}Y�
n → ∞

�å�
z{�<w.�~w=t°����|?���Yz{���?��|½���?sY|��Ys��?w=|�}�sYtv|®�&¾ }�¾��?|����Y���Ys

(e
(n)
0 , e

(n)
1 , e

(n)
2 , . . . , e

(n)
k )�À�<�¡���YzO�À� ¢ ���Y�[��©«�?�O�~�

k
¨&�1���O�?z{�O|~zO��zO�O��©«ª(|�u[�&¾ }�¾9�Y�?r?�����?sY�O�<�����O�~���Y�?z{�O��r�¾È§�����?w=�Ys�r{���{�Yz{�,�®�Y�?r?�����?sY�O�<�����?w �Y�Oz{�?��|v�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬R�O}Y|¡w=|�sYsYt§�&�Ys��z{|~}Y�?r{���O�$w=|�Â��W�.w=�<w=|�sYz�rOw=���Y}Y���<�¡�W�O��z{}Y|��?�O�<r{sY�Yu7ã±|¡��z{¬$sY����z{�$��sY�O|Á��rO��Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬Rså¾ �W¾ }�¾ �{¾ ��¾<�vÄ������Y�OsY|~s � ��r{��¬Os��Ou��&¾ }å¾6�? ~r{�Y��©«��rO|~w§�?�Yz{�,sWrOw�W�<��z�r{zO�O�YsY�½�O�~�W|~z½s�rOuYz{���?�����O�?�����~��}Y�(���?z{�O}Yt§�R�����,��©½�Ot§�

k
�,sY|~�Oz{}Y� � r{z{|���¬{�sYt§�Á�O|��W�Y�Y�Ys

x0, x1, . . . , xk−1, x
�?����|�z&��r{}�rOsYz{�Y}��O�?rOz{¬?�À���<�Yz{�

lim
n→∞

P
(

e
(n)
k > x | e

(n)
0 ≤ x0, e

(n)
1 ≤ x1, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

= exp(−λx).
¢r�Y¾ 4�6{¨

�½�O�? �s�rT����wÁ��r��W|�|
k
�·z{tvu��YsYz{|~}Y�?r{�(�?}Y|~w=|~sY�(�

i
��z{�?w��Y�OzO�O��|

(1 ≤ i ≤ n)�Y|~}Y|� 
e
(n)
i,k = Tn

i,k+1 − T
(n)
i,k .

¢p�Y¾ 4�4<¨
È§��|�Ä~z{�7�O}�|~w=|�s�sYtv|��Y}Y�<w=|�Â���z{�Y���Å�O�?�O�Oª(|&���O�?�O}<����w=�O�~��z��Otvz{¬� ¡r{�O�W����w=t°w=���sY��w=t �?����|~w���r{��|�|������Y�{��¬? ��?�?r{zO¬�z{�{�W¬O�����W�?|(�&¾ }�¾Ï�@���{�Y ¡r{sYsYtv|��,Ä~z{�Ou4�Y�<����|���W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬O©(��r(�Ww=|�sYsY�

A
(n)
i,0 (x) = P(e

(n)
i,0 ≤ x), 1 ≤ i ≤ n,

¢r�Y¾ 4�/?¨
�

A
(n)
i,1 (x) = P(e

(n)
i,0 + e

(n)
i,1 ≤ x), 1 ≤ i ≤ n,

¢r�Y¾ /Oº?¨
���OzO�O}Ytv|v�Y}�|�����zTrO�{�Y�Y©½z����?�O�Ou&�&¾ }�¾Ow=�?w=|~sYz{�?���Y}Y���<�¡��rR�Y|�}��O�O�~�®�&�Oz{�?}Y�O�~�®z{}Y|���?�O�?rOsY�YuÁ����r{Â(���?w

i
�Æz{�?w��Y�OzO�O��|®���O�?z{�O|~zO��zO�O|�s�sY��¾ÌÆª<jR}Wr{ Rs�r{�Y�<w=sY��w§���YzO��w=t �Y}Y|����Y�{�WrO��r{|¡w7 ��W|¡��¬��?��|½���Y�WrT�Wtv�<r{|¡w=tv|½s�r?w=��Y�?z{�O���

T
(n)(1), T

(n)(2), . . . ,T(n)(n)
sY|~ ~r{�?�����Ww=t°w=�$�Y}��$��r�Â��W�<w��x�Y�����Y}Y�{��<r{sYsY�<w7 �sWrT�Y|�sY���

n
¾��t7���Y�<w=�Ys�r��W�®�?Â�|O�¡�Yz{�°�?�~�W|~w�}�r?���~wyr{z{}Y���?r{zO¬«�����Y|~}Y�Y�O ~� � �Y©.zTrO��s�rO �tv�?r{�|¡w=t§� ¯�}Y|����Y���å¯��Y�?z{�O���?��¾<¤,�O}Wwyr���¬?sY��Ä�zO�(�? �s�rT��rO|�zT�O��z{�(�?�~�W��z�}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{z{¬O��À�[z�r{�Y�Y|��Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sYtv|�s�r{�?�O}Yt �Y 

n
�Y�?z{�O���O�W�y�����?z{�O}Yt§�.���Y�[��©½�O�O�~�

i, 1 ≤ i ≤ n
�Y�Á���Y���W©«�O�?���

x > 0
�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬&����|����<©½ª,|~���&���O�?tvz{���PO

P
¢Ç�?�Oz¡�,�?t.�¡�Ws��½z{}�|��O�?�?rOsY�Y|9���?��zO�<�Wr{|�zRs�r

[0, x]
�
i
�ìz{�?w��Y�Oz{�?��|¡¨

= A
(n)
i,0 (x) → 0

��Y}��
n→ ∞

¾�½�Y|~�O����sY���<������z{�?���W�Y�Yz{�?�Ot
�?��|������Wr��Wtv�?rO|~w=tv|x�Y�OzO�O�Y���Ot§�W�7¯�}Y|����Y��w=�Å¯{���W�O���zTrOz{�O��sY�&�Y�Oz{}�|��O�?�?rOz{¬,�?tv�Y�{��s�|�sY�����?�����O�?���
αn(x) ≡ max

1≤i≤n
A

(n)
i,0 (x) → 0

¢r�Y¾ /Y¼T¨



�Oº I�KML�NJL�Q	��N#�ÒHPUÀ¦3�~R�O¥¤¡HM§JH��MR  
R¡ �§eOä«þ«ÛH
���Y����©«�?�O�~�

x > 0
�Y}Y�

n → ∞
¾q(r���|~|Æ���R���?s � r°��r{sYs��O���R}�rO ��W|��Wr½w=t��O�~�W|¡w �<��©U�W����}Y|��W���{�WrO��r{z{¬W�~�YzO�®�?���W�O�O��|¢p��¾ /�¼¡¨��Otv�Y�O��s��Y|~zO�À��¾

����n��*+ 12	�%(��	�34�jaq�
��sl	'�0�
%(����
��
ÃU�+�ß��'~8Ý¬²ù$¬ Ç »�¯°´<¿åìcú�Æøü�ïáíaÐ,Î�·�³È¾uÃ+Ö*¸Ä´%¯èÖÊ¶�Ñ�®[Éå½lÎ�¹

T
(n)(i), 1 ≤ i ≤ n

Ë¯Ä³Z¯Ä´2³[¶�´V´2³È¾u¿�Ñ�³À¶	Ï_³Z½lÃ$³Zàá³_´�µ*¸°Ú0³ZÐ,®,Ã�¶�Ö�Æßý�³[àã½[®
T

(n) ¯ÈØ$³Z½0¶�´%¯èÖæÑ"·�»�®,¯°¯°³0Ã$³ZÐZÕ¯ÄÑ�³È±M»¥·�³[´2³0Ñ�»¥¯"·u®Èµ�®°±�¸°´Ôµ*³È±
λ
´2³Zàã½[®£¶W´2³È¾u¿�Ñ�³d´<³Zàã½[®[ËÒÑ�³[àã½[®æ½ã¾	Ö×¾u¼�Ú[³Zàá³

x > 0

lim
n→∞

n
∏

i=1

(

1 −A
(n)
i,0 (x)

)

= exp(−λx).
¢p��¾ /<¹O¨

 �¡o¢G£o¤b£�¥P¦�§�¨-©K¥PªL¡�«ù$¬�ì Ãu¸Ä³[Ú°Ø$³Z½l¶+±M³Z¯Ä´2¿Äí�ÆßïJ¯²¾u¶
T

(n) ¯ÈØ$³Z½0¶�´%¯èÖ�Ña·�»�®,¯°¯°³[Ã�³ZÐ,¯ÄÑ�³È±�»¥·$³0´2³[Ñ�»�Ë2´2³¯Ä·,µ	®,Ð�¸°½ã¾u¶$ÐZ³_ìcú�Æøü`ö°í�Æq,|�u���z{�O�YzO|���¬?sY����|¡��������r�Â��Wtvu����À�?�¡�Ws�tvu,�Y�?z{�O�
T

(n)(i), 1 ≤ i ≤ n
�{���<��z{�?�Yzz{�{�W¬O���«�Y U�¡�WsY�?���°zO}Y|��?�O�?rOsY�����~z{�½}�|� ��¡��¬�zO�Y}Y��©«ª(�Yu,�Y�?z{�O�

T
(n) �O�~�W|�zR���<��z{�T�Yz{¬z{�O��sY�°�Y 

n
zO}Y|��?�O�?rOsY�Yu�¾Z�½�O�? �s�rT�Y�Ww��?}Y|~w=|~sYsYtv|Æ�Ys�z{|�}Y�<r���t7Ä~z{�O�~�°�Y�?z{�O��r§�Y|~}Y|� 

e
(n)
0 , e

(n)
1 , . . . , e

(n)
n−1

¾�¥År{�±��r{�$�?��|����À�<�¡�WsYtv|��Y�Oz{�?�Y���?t§���4sY|� ¡r{�O�W����w=t w=|�Â��W����?�O�Ouå�<zO�
P

(

e
(n)
0 > x

)

=

n
∏

i=1

P
(

e
(n)
i,0 > x

)

=

n
∏

i=1

(

1 −A
(n)
i,0 (x)

)

,
¢r�Y¾ /��?¨

¢Ç�Y�<�����{�W¬O�Y�x|~�����&w=�YsY��wyr{��¬OsY�?|§�O�{�W¬OÉ,|
x
�{zO�R���?��|��<��z�r��W¬OsYtv|9ãxzO�TÂ(|U�O�{�W¬OÉ,|T¨�¾¸x�&|~���W�

T
(n) �À�<�¡�W�YzO�À���Á���?rO�~���?sY�O�<�����?w=�&�Y�?z{�O�Y�?��z{�����Y����©½�O�O�~� x

lim
n→∞

P
(

e
(n)
0 > x

)

= exp(−λx),

���Y�OÄ~z{�?w=��¢r�Y¾ /?¹?¨9�?tv�Y�{�Ws��Y|�zO�À��¾
��¬bìë½0³Z¯Ä´%®Z´2³0Ì	Ã$³Z¯Ä´2¿Äí�Æ Ç »�¯Ä´2¿2´%¸Ä·u¸Óµ*¿_ìcú�Æøü�ïáí%¶dìâú�Æøü`ö°í%ÐZÎ�·$³È¾uÃu¸ÄÃ�ÎQÆ)��³[Ñ�®[É�¸²±MËÌ	´<³�´2³Zàã½0®Ûìcú�Æø÷+ýÂí�ÐZÎ�·$³È¾uÃ�Ö*¸°´2¯ÈÖ$Ë�´%ÆÞ¸0Æ

T
(n) ¯áØ$³Z½l¶$´2¯ÈÖaÑ�·$»�®,¯l¯Ä³[Ã�³ZÐ,¯°Ñ�³á±M»f·$³[Õ´<³[Ñ�»�Æq��Y�

k = 0
}�r{�?|�s���z{�O��¢r�Y¾ 4�6O¨§�Otvz{|~��r{|�z��� Á¢p��¾ /<¹O¨§��¢p�Y¾ /��<¨§sY|~�Y�?��}Y|�����z{�O|~sYsY�¢ÇzT¾ ��¾T�«Ä�zO�?w ��������r{|Æ�?tv}�r�Â�|�sY��|9�Y�¡�, ~s�r{���?w���}Y|��W|��Wr°��¢p��¾ 4+6{¨@|¡��z{¬½�Y}Y�?��z{�°�W|��?r{���rO��z{¬�¢p��¾ /��?¨ ¨�¾³x�?��zO¬v��r{��|�|
k
ãxsY|����OzO�O}Y�?| � |����O|��Y�����W��¢ 0 < k ≤ n

¨å�,�O�? �¬<w=|~w����W|��W��©«ª(�Yus�r{�?�O}��Y}Y�O�� ��O�O��¬Os�t§�_sY|��?z{}Y� � rOz{|��W¬OsYt§�.�?|������Y�Ys�¢ x, xo, x1, . . . , xk−1
¨�¾Æ¥å�O�À��r�Y�&�O�Y}�|��W|���|�sY��©­�?���W�O�Os��Ou��?|�}Y�T�YzOsY�?��z{�

P
(

e
(n)
k > x|e

(n)
0 ≤ x0, e

(n)
1 ≤ x1, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

=
P

(

e
(n)
k > x, e

(n)
0 ≤ x0, e

(n)
1 ≤ x1, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

P
(

e
(n)
0 ≤ x0, e

(n)
1 ≤ x1, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

≡
A

B
,
¢r�Y¾ /,�<¨
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�À�W|��Y�?����|���sY|�|�z{�TÂ��W|~��z{�O�½�O �sWrT��r{|~zvsY�,�YzO�½�Ys��O|9��rO���O�?|��W|~sY�Y|Æ�Y}Wr{z{�Y�Y���O�O�? �s�r{��Y|~sY�Yu$���Y�±�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{|~u�������r{ ¡r{sYsYt§� ������������z{|���|��4 ~s�rOw=|~s�r{zO|���|�Ä~z{�Ou7�x�O}Y�w=�¡��t®�Y��}Y�Y��j¡w.sY|~z{}Y�~�WsY�� ¡rOw=|~z{�Yz{¬W�Y�Yz{�

B = A|x=0
¾

q��Y�����Y}Y�Oª(|�sY�Y�Á�O�?�O ~s�rT�Y|�s��Yu��?����|~w_�?�Y�?����r{z{¬�¢î�W�����?s � r,�W�O��rO ~r{zO|���¬<��z{�<r?¨�?|�}<��sY�Yu.��s��W|����
(n)

��sY��Â�sY�Yu��Ys��W|~���
0
�4�O�O�? �s�rT��|�sY�Y���&¾ }�¾

A
(n)
i,0

�yz�rO���YzO�
A

(n)
i,0 ≡ Ai

¾
³x�?��z{¬��¡�Ws�r��Y x�O�? ~w=�TÂ�sYt§��}Y|¡r����Y ¡r � ��u n �{¾ ��¾<ã�w=�?w=|~sYz{�O�&�Y}����?�¡��r(z{}Y|~�O�O��<r{sY�Yu�¢£�Y�«�¡��sY�?w=�R�«��r�Â��W�<w��Y 

n
���À�<�¡�WsYt§�x�Y�OzO�O���O��¨W��r���rv�Y}Y�(�Y�?��z{}Y�O|~sY�Y�����?��Y|~}Y�Y�? �� � ����Ä~z{�����Y�Oz{�?���O�x����|��W��©«ª,��©1�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬ k, (k < n)

�Ys��W|~������O�
(i1, i2, . . . , ik)

�?�Otv�O}Wr{sYsYt§�(�Y °�O�? ~w=�TÂ�sY�?���Rs�r{�?�O}�rR�Ys���|������?�
(1, 2, . . . , n)

�O����O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,������|�}Y�?t°w
k
}�rO���Y�{���TÂ�|�sYs�t°w��Y�x�O�? �}�r?��z�r{sY��©�w=�?w=|~sYz�rOw$�Y}Y����<�¡��r�z{}�|��O�?�?rOsY�Yu�}�|� ��¡��¬�zO�Y}Y��©«ª(|������Y�?z{�O��rY¾+�x��sY�����Yz{���<��|R�?��zTr{��¬Os�tv|

(n− k)w=�<w=|�sYz{�?�½��}Y���?�¡�@r«z{}�|��O�?�?rOsY�Yu,�x�Y�O������r{©½ª,|¡wy�À�,�Y}Y��z�r{���Ou&�����Y|~}Y�Y�O ~� � �Y���Y�O�z{�?��|(}�r?���Y�O���TÂ�rOzO�À���Y�?����|&w=�?w=|�s�zTr
Tik

+ x
�·�Y�<�����{�W¬O�Y�

e
(n)
k > x

¾�¥År{�4��rO���Y��<�����?�O�Y©
���À�?�¡��sYtv|x�Y�Oz{�?�Y�
T (n)(i), 1 ≤ i ≤ n

sY|� ¡r{�O�W����w=t®��z{�������������?�O ¡w=�TÂ��sYt§�7}�rO ������YsYt§�_��������rOuYsYt§�7�Otv�?�O}Y�?�
k
�Ys���|������?���Y�¡�W�?�OsY�?����z{����rY�y���?� �WrO��sY��Y}Wr{�O�Y�WrOw����?w=�?�Ys�r{zO�O}Y�Y����¢Ç�Otv�?�O}®�?|� Æ�?�O ��?}�r{ª(|�sY��uR�(�Æ����j�zO�?w��Y�?}?������r<¨��~}�r{�O�sY�&�Y�W�����

(n!Ck
n)
É(z{����¾1xz{�?�Ot­s�rOuYz{� �?|����Y���YsY���O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{�����O�?�O ~s�rT�Y|�s�sY�Ou��Y|~}Y|� 

A
�4¢p�Y¾ /,��¨��� ~r{�w=|~z{��w§�·�Yz{�����?�Otvz{�Y|?�·��z{�T�Yª(|�|��������O�?��r��Á���¡�$ �s�rO���?w[Ä�zO�Ou��?|�}Y�T�YzOsY�?��z{����|~��zO¬sY���Yz{����sY�O|®��r{���¡�WsY�?�O}Y|¡w=|�sYs��O|Rs�rO��z{������|�s��Y|®����|��W��©«ª,�Y�����?�Otvz{��uPO

{e
(n)
0 ≤ x0}

���Yz{���? �s�rT�Wr{|�z,���Y�
u1 ≡ Ti1

�?tv�Y�{��s�|�sY�Y|
0 < u1 ≤ x0

ä
{e

(n)
1 ≤ x1}

���Yz{���? �s�rT�Wr{|�z,���Y�
u2 ≡ Ti2

�?tv�Y�{��s�|�sY�Y|
u1 ≤ u2 ≤ u1 + x1

ä¾~¾�¾�ä
{e

(n)
k−1 ≤ xk−1}

��z{�&|~��zO¬����Y�
uk ≡ Tik

�?tv�Y�{�WsY|�sY��|
uk−1 ≤ uk ≤ uk−1 + xk−1

¾¶
z�r{����r{���?��|½�<��z�r���¬?sYtv|®w=�?w=|~sYz{tÃ¢ÇsY|x}�rO�OsYtv|
Ti1 , Ti2 , . . . , Tik

)
¨9�W�{�YÂ�sYt
s�r{���z{����r{z{¬R�Y�? �Â(|?���Y|~w

Tik
+x ≡ uk +x

�{zO�°�����(��©½�Ot§�
j 6= {i1, i2, . . . , ik}

�W�{��Â&s���?tv�Y�{��sY�Yz{¬?�À�
Tj > uk + x

¾
¥årO�Y��w��O�?}�r{ ~�?w§���R����j�z{�<w.�<��|~���&�OtvÉ(|~����rO ~r{s�sY�O�~���O�Ww=|�|~w

A =
∑

(i1,i2,...,ik)

∫ x0

0

dAi1 (u1)

∫ u1+x1

u1

dAi2(u2) . . .

. . .

∫ uk−1+xk−1

uk−1

∏

j 6={i1,i2,...,ik}

(1 −Aj(uk + x)) dAik
(uk),

¢p�Y¾ /��?¨

�À�W|®����wywyr��?|�}�j~zO�À�Á�Y���<��|¡w
(n!Ck

n
)
�O�O ¡w=�TÂ�sYt°w_�Ys��W|�����s�t°w.�<r{}Y��rOsYz�rOw§¾

Í�z{�T�Yª(|�|§�x�Y�?����|��Ws�|~w$�Otv}�r{Â(|�s��Y�(��}Y�O�Y ~�O|��W|�sY��|§w=�TÂ�sY�x�Y|~}Y|�������rOz{¬x�x����|���W��©½ª,|~w§���O�{�W|�|R�Y�Os��YzOsY�?w��O����|bO
∏

j 6={i1 ,i2,...,ik}

(1 −Aj(uk + x)) ≡

∏n
j=1(1 −Aj(uk + x))

∏k
m=1(1 −Aim

(uk + x))
.

¢p�Y¾ /��<¨
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�½zOw=|�zO��w z�r{��Â�|O�«��z{�������O�?z{�O|~zO��z{�?�Y�­�_�?�O|��uj�sYsYt°w=��s�r?w=�L�O�?�O ~s�rT�Y|�s�����w=����Y}Wr{�O|������Y�?�(s�|�}�rO�O|�sW��z{�?�

uk + x ≡ Tik
+ x ≤ x0 + x1 + . . .+ xk−1 + x.

¢p��¾ /+6{¨
³x�?���<�O��¬O���,¢Ç��r{�®�&¾ }�¾ ¨@�?��|

Ai(·) < 1, (1 ≤ i ≤ n)
�~��rOs�r����?���Y��sY�O|=�O�~}�r{s��Y�Y|�s��Y|���Y}Wr{�O|������Y�?�(�Á�������?�O|���|�sYsY�?u���¢p��¾ /�¼¡¨�sY|~�<�?tv�?rO©«ª,|~uÁ�x��sY� � �Y� αn(·)

�YzT¾ |?¾
αn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1) < 1,

¢p��¾ /�4?¨
z{�&����� �Y}Y�O�� ��O|��W|�s������W��z{�T�Yª,|~������ ~s�rOw=|~s�r{z{|���|�¢r�Y¾ /��?¨���w=�TÂ�sY���?tv�Y����rOz{¬�����|���W��©«ª(�<©­� � |�s��Y�

(

1 − αn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)k

≤
k

∏

m=1

(1 −Aim
(uk + x)) ≤ 1.

¢p��¾ /�/?¨
q��Y�7� � |~sY�Y�7�Y}��O�Y ~�O|���|�sY�����Å��z{�T�Yª(|��������Y�����W�Yz{|��W|$¢p��¾ /��?¨����O�Y}�|��W|�����w­�x��sY���� �Y©

εn(x) ≡ sup
0<u≤x

∣

∣

∣

n
∏

j=1

(

1 −Aj(u)
)

− exp(−λu)
∣

∣

∣

¢p��¾6¼¡ºOº<¨
���O�O�? �s�rT����w

δn(u) ≡ εn(u) exp(λu).
¢p�Y¾Ï¼~º�¼¡¨

È§����|�����z{�?�Y|&���Y}�rO�O|������Y�?�?��zO� �?�����O�?���.¢p��¾ /<¹O¨v�?�Y|��?���WsY�W�W��z{�Á�?�O|�Ä�z{�4�x��sY� � �Y����Otv�?rO©«z��Ás��~�W©L�Y}Y�
n→ ∞

¾
Ì9���W�����O�Y}Y|��W|��W|�sY�Y�Á�x�<s�� � �Y� εn(x)

}�rO�~��w=�?z{}Y|�zO¬
0 < u ≤ uk + x

��z{�(�?�~�W|�z���Y}Wr{�O|������Y�?�(s�|�}�rO�O|�sW��z{�?�

εn(uk + x) ≥
∣

∣

∣

n
∏

j=1

(

1 −Aj(uk + x)
)

− exp
(

− λ(uk + x)
)

)
∣

∣

∣
,

¢p��¾6¼¡º?¹?¨
z�r{����rO�

” sup ”
¢Ç�Y�[���?�O|¡w=���?�Y}Y|��W|���|~sY�Y©x¨�sY|±w=|�s�¬OÉ,|���©«�?�O�~�.�Y 4 �s�rT��|�sY�Yu��z{�T�Yª(|�u��Y�¡��|����& ~s�r{���?w��x��sY� � �Y�å¾

q(r���|~|O�����Y��z{tv�?r{��¢r�Y¾ /�6O¨��®�O�Y}Y|��W|��W|�sY�Y|½¢p�Y¾Ï¼~º�¼¡¨���w=t7w=�TÂ(|~w��Y ½¢p�Y¾Ï¼~º<¹O¨W�Y�O�����Y�Yz{¬����|��W��©«ª(|�|
∣

∣

∣

n
∏

j=1

(

1 −Aj(uk + x)
)

− exp
(

− λ(uk + x)
)

)
∣

∣

∣

≤ εn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1)

= δn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1) exp
(

− λ(x + x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)

≤ δn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1) exp
(

− λ(uk + x)
)

,

�À�W|x�Y}Y���Y�<����|��WsY|~w���}Wr{�Os�|�sY�Y��Ä������Y�OsY|~sYz&w=t |~ªÒj®}�rO R�W���Y�O��¬O ~�O�?r{����¢r�Y¾ /�6{¨�¾
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�½zO��©U��rY�Y��sY��wyr{�� ~s�r{��w=�¡�W�¡�Y���Y�?���OsY��rOz{|��W¬OsY���Y�{�W�<�Wr{|�z?�À�����W|��W��©«ª�r���� � |~sY��r�����Á�Y}Y�?�Y ��?|��W|~sY�����Y��z{�T�Yª,|~���&�&�Y�����W�Yz{|��W|®�Y}�r{�?�Ou���rO��z{�7¢p��¾ /��?¨�O

(

1 − δn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)

exp
(

− λ(uk + x)
)

≤
n

∏

j=1

(1 −Aj(uk + x)) ≤
¢p��¾6¼¡º��<¨

(

1 + δn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)

exp
(

− λ(uk + x)
)

.

Ì9������z{|���|�}Y¬��?�O�O ~s�rT�Y�YzO¬Á¢£��}�r{�?sY����¢p�Y¾ /��?¨ ¨

C =
∑

(i1,i2,...,ik)

∫ x0

0

dAi1 (u1)

∫ u1+x1

u1

dAi2(u2) . . .

. . .

∫ uk−1+xk−1

uk−1

exp(−λuk) dAik
(uk),

z{�R�9���Y|~z{�?w.¢p�Y¾ /��<¨��î¢p��¾ /�/?¨@��¢p�Y¾Ï¼~º��?¨��O���OsY�Wr{z{|���¬OsY�«�Y�{�����Y�Ww�����|��W��©«ª,��©�� � |~sY�Y������Á�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{�
A
O

C exp(−λx)
(

1 − δn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)

≤ A ≤
¢p��¾6¼¡º,��¨

C exp(−λx)

(

1 + δn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)

(

1 − αn(x+ x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)k

.

¶«s�r����?���Y��sY�(w=�TÂ�|�z��?tvz{¬,� � |�sY|~s�r��Á�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬W�O�O�?�O ~s�rT�Y|�s�s�r���s�r?w=���O���Y�?�Ou
B
� ¢p��¾ /��<¨�¾�¸x�&zT¾ ��¾W�x�?}�wyr���¬?sY�

B = A|x=0
��zO���Y �¢p��¾6¼¡º,�<¨�w=t���}�rO ����Y�O�����Y��w

C
(

1 − δn(x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)

≤ B ≤
¢p��¾6¼¡º��?¨

C

(

1 + δn(x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)

(

1 − αn(x0 + x1 + . . .+ xk−1)
)k

.

³x�<�����{��¬?�Y���<�����?�O�Y|�¢r�Y¾ /?¹?¨§�Otv�Y�O��sY|~sY���Wz{������r{� �<Â(|,�Ot§���� ¡rOw=|~�Y|�sY�Á�OtvÉ(|O���� �?�Y}Y|���|���|~sY�Yu1�x��sY� � �Yu­¢r�Y¾Ï¼~ºOº<¨��­¢p�Y¾Ï¼~º�¼¡¨����W|��W�?|�zT�9�YzO�7�Y}Y� n → ∞
�?�O|�Ä�z{��x��sY� � �Y����z{}Y|¡wJ�YzO�À����sY�¡��©(¾O¸x�½zO�O�À��rRsY|~}�r{�?|�s���z{�?r(¢p�Y¾Ï¼~º��<¨���¢r�Y¾Ï¼~º��O¨��T���?�����O�?�Y|¢r�Y¾ /Y¼¡¨����<�?z{�O}��O|xz{�TÂ(|®���O� �Wr?��sY���Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ(|�s��Y©��Otv�Y�O��sY|�s����?��r{©½z

lim
n→∞

A

B
= exp(−λx).

¢p��¾6¼¡º��?¨
�
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´=r?���~w=�Oz{}Y�Ww§�Os�rO�<�?sY| � �{�O�?ª,�Yu&��������rOu��{���O�À�@r½�W�À�?�¡�WsYtv|U�Y�?z{�O�Y� T (n)(i), i ≤

n
w=�?����z���w=|~z{¬���©½�O�O|����O���Y�Y|¡��z{�?�����?��zO�<�Wr{©«ª(���±z{}Y|��?�O�<r{sY�Yu[¢Ç���?sY|��Ys��O|���������Y|~z{sY�?|¡¨�¾

gJ�<ý$�
����'U8e¬ùXe¬�Ü � �����������=ý�ü��=û�' ß Ç »�¯°´<¿À»�¯²¾u³ZÐZ¶�ÖÛìcú�Æøü�ïáí�¶£ìcú�Æøü`ö°í¡ÐZÎ�·�³á¾uÃ$¸ÄÃ$ÎQÆÇ µ*¸°½0·$³È¾u³0ÉÊ¶+±�Ë�Ñãµ*³È±�¸�´<³Zàá³0ËªÌ	´<³%½ã¾	Ö�¾u¼�Ú0³Zàá³
x > 0

ìÓ¯²±<Æ
³0Ú[³°Ï,Ã$®ZÌ�¸°Ã�¶$¸¡ìâú�Æøü<AãíÈí

βn(x) =

n
∑

i=1

A
(n)
i,1 (x) → 0,

·Zµu¶
n→ ∞.

¢p�Y¾Ï¼~º+6{¨
ý�³[àã½[®

T (n) ¯ÈØ$³Z½0¶�´%¯èÖ�ÑÀ·$»�®,¯l¯Ä³[Ã�³ZÐ,¯°Ñ�³È±�»À·$³0´2³[Ñ�»�¯�·u®Èµ	®l±�¸Ä´�µu³á± λ > 0
Æ

 �¡o¢G£o¤b£�¥P¦�§�¨-©K¥PªL¡�«È�sWrT��r���|Á�Ot§����sY��wL�~w=t°���_���O�Y�O��sY�Yz{|���¬Os��O���$�?�����O�?����¢p�Y¾Ï¼~º+6{¨ ¨�¾åq��Y�.Ä�zO�O���}�rO�~��w=�?z{}Y��w�����|��W��©«ª(|�|®���?�Otvz{�Y|EO
S(x) = {

�?�Oz¡���?t��¡�W��sÁ�Y 
T (n)(i)

��w=|~|�z&s�r
[0, x]

�W�<r(�Y�����O�{�W|�|xz{}Y|~�O�O�<r{sY��u
}.¢p��¾6¼¡º�4<¨�½�Y|��?���WsY�W�

S(x) ⊆
n
⋃

i=1

{T
(n)
i,2 ≤ x} =

n
⋃

i=1

{e
(n)
i,0 + e

(n)
i,1 ≤ x}.

¢p��¾6¼¡º�/?¨
Í�}�r{ ~��Â�|�� � |�sY��wØ¢ �W�O�?�{��¬?sY����}Y���?�<¨x�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬�Ä�z{�?�������O�OtvzO�����å�Y}��YsY��wyr{��O�&�Os���wyr{sY��|&¢r�Y¾ /Oº<¨���¢p��¾6¼¡º�6O¨Æ�7¢p��¾6¼¡º�/<¨�O

P(S(x)) ≤
n

∑

i=1

P

(

e
(n)
i,0 + e

(n)
i,1 ≤ x

)

= βn(x).
¢p��¾6¼?¼~º?¨

% Ã$®,Ì	¶�´<Ëª»�¯²¾u³ZÐZ¶$¸_ìcú�Æ�ï<A�ý²í�´Ôµ�¸ÄÚ[»�¸°´V»�¯°´Ôµ�®ZÃ$¸°Ã�¶+ÖÛìëÐÀ·Zµ*¸l½[¸²¾*¸�·Zµ*¶
n → ∞

íÀ´2®,ÕÑ�³[¹�ÐZ³°Ï°±�³0ÉÊÃ�³Z¯°´<¶�Ë�Ì	´<³[Ú[Î�Ø$³[´MÖ%Ú[Î�Ð�³[½0Ã$³È±C¶+Ï�¶$¯áØ$³[½0Ã$Î
Ø%·�³[´2³[Ñ�³ZÐ
T (n)(i), 1 ≤

i ≤ n,
¶+±�¸²¾u³%Ú[Îa±Ò¸°¯Ä´2³�·�³Z¯°´<»�·�¾*¸ÄÃ$¶$¸�½[ÐZ»ZØd¶+¾u¶�Ú[³È¾*¸l¸Ò´�µ*¸°Ú[³[Ð�®ZÃ�¶$¹fÃ$®2¾u¼�Ú[³È±Áª¶�Ñ�¯Ä¶,µu³ZÐ,®ZÃ$Ã�³È±�¶�Ã�´%¸Óµ�Ð,®°¾*¸MÐÈµ�¸²±�¸°Ã�¶

[0, x]
Æ

¦xzTrO���J�Y�?��z{¬���s��O�?r
T (n) �O�~�W|~z �O�?�O ~s�rT��r{zO¬������Y|�}Y���O �� � �Y© �<��|��4���À�<�¡�WsYt§��Y�OzO�O���O�

T (n)(i), 1 ≤ i ≤ n
��r(�Y|�}Y|~ 

T (n,1) �O�?�O ~s�rT�Y��w±z{�TÂ�|½���<��|�}Y�Y�? �� � �Y©,��sY��Y�?��z{}Y�?|�sYsY��©1����| � ��r{��¬Os�t°w �O�?}�r{ ~�?w�OT�xsY|°jv�?����©½�Y��w$z{�{��¬?���R��|�}Y�?tv|§w=�<w=|�sYzOt�Y}Y���<�¡��rUz{}Y|~�O�O�<r{sY��u½�Y 9��r{Â��W�O�~�U�W�À�?�¡�WsY�?���U�Y�OzO�O��rY��z�r{�®��z{�v�Y�OzO�O�
T (n,1) �O�~�W|�z���¡�W|~}<Â�r{zO¬(}Y�?�OsY�

n
w=�?w=|�s�z{�O�

T
(n,1)
1 , T

(n,1)
2 , . . . , T (n,1)

n .

¿®r{���O�?tv�YsY�����Y�O���TÂ���w
T

(n,1)
0 = 0,

r
e
(n,1)
k = T

(n,1)
k+1 − T

(n,1)
k , 0 ≤ k ≤ n− 1.



Q�� r��� ?��¤�OQ©Q¤¡H? $R�ÂMR�¦å¤¡HM§JH��2HJN ���
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S(x)
ã7���O�?tvz{�Y|?�å���O�Y�O��sY�Yz{|���¬Os��O|��[���?�Otvz{��©

S
�=�?�Y}Y|���W|���|�s�sY�?w=���[¢r�Y¾Ï¼~º�4?¨��yzO�_|~��z{¬7 ~rO����©«�Wr{©«ª(|�|¡�À���±z{�?w§���Yz{�±��©½�O�?u

i
�ìz{tvu[������<�¡�WsYtvu��Y�?z{�O� ���?��zO�O�Yz�zO�O�YsY�Á�Y ,�¡��sY�O�~��z{}Y|��?�O�<r{sY����s�r

[0, x]
¾@³x��z{�{�W¬O�����Yz{��W�?��r{ ~rOsYsY�?u�ë®|~wyw=|_�Y¾Ï¼��?tv�Y�{�WsY|�sY��|��?���W�O�O��u�¢r�Y¾ /Y¼¡¨R��¢r�Y¾ /?¹?¨v���?��z�rOz{�O�Ys������Y��À�<�¡�W��w=�?��z{�&���Y�?r?�����OsY�?�?�����<w=���Y�OzO�O�Y�&�����Y|~}Y�Y�O ~� � �Y��z�rO�Y���&�Y�Oz{�?���O���O��r{Â��Wtvu�Y x���OzO�O}Yt§�Á���?��z{�O�Yz&z{�O��¬O�����Y ®�¡�WsY�?����z{}Y|~�O�O�<r{sY�Y��¾

Ê«zO�O|�}<Â��W|~sY�Y|®z{|~�O}Y|¡w=t �?�O�O�?ª(rO|�z���z{�?|�}<Â��W|�sY��|R�W�?��zTrOz{�O��sY�?��z{�Á�<�����?�O�Yuë®|¡wyw=tõ�Y¾Ï¼�s�r±��������rOu���}Y�O�Y ~�O�O��¬OsYt§�_�W�À�?�¡�WsYt§�_���Oz{�?�<�?���Å���Y�[���Oz{�?}Yt§�.�?t§��Y�O��s��Y|~zO�À�.z�r{��Â�|Á��z{}Y|~�O�?�?r{s��Y|$¢r�Y¾Ï¼~º�6O¨�¾y³x�OÄ~z{�?w=�4���O��r{ ¡r{z{|���¬?��z{�O� �?�~�W|�z4 ~r{����W©«��rO|�zO�À�4���<��z�r{s��O�{�W|�sY�Y�$z{�O�~���®r{�Yz�rY�@�YzO�_¢Ç�Y}Y�±�?tv�Y�{��s�|�sY�Y�4�?�����O�?�Yu�zO|��{�}Y|¡w=t«¨°���Y���W©«�O�?���
k, (1 ≤ k ≤ n)

�����Y�$��©«�?t§� sY|��?z{}Y� � r{z{|���¬OsYt§�$�O|��W�Y�Y�Ys
x, x0, x1, . . . , xk−1

�?tv�Y�{�Ws��Y|�zO�À������|����<©½ª,|~|«�Y}Y|��W|��W¬OsY�?|«}�rO�O|�sW��z{�?��¢£��}�r{�?sY��&¢p��¾ 4+6{¨���¢p�Y¾ /,��¨��±¢r�Y¾Ï¼~º��?¨ ¨�O
lim

n→∞
P

(

e
(n)
k > x|e

(n)
0 ≤ x0, e

(n)
1 ≤ x1, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

= lim
n→∞

P

(

e
(n)
k > x, e

(n)
0 ≤ x0, e

(n)
1 ≤ x1, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

P

(

e
(n)
0 ≤ x0, e

(n)
1 ≤ x1, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

= exp(−λx).
¢p��¾6¼?¼O¼¡¨

³x���x�O}�w=�¡��|x�Y�O��sY�?uÁ�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO��w=t�w=�TÂ(|¡w_s�rO�Y����rOz{¬�����z{�

P

(

e
(n)
k > x, e

(n)
0 ≤ x0, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

=

P

(

e
(n)
k > x, e

(n)
0 ≤ x0, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1, S(x+ x0 + . . .+ xk−1)

)

+ P

(

e
(n)
k > x, e

(n)
0 ≤ x0, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1, S(x + x0 + . . .+ xk−1)

)

¢r�Y¾Ï¼O¼¡¹?¨
��r{s�r{���O�~�Y�YsY�

P

(

e
(n,1)
k > x, e

(n,1)
0 ≤ x0, . . . , e

(n,1)
k−1 ≤ xk−1

)

=

P

(

e
(n,1)
k > x, e

(n,1)
0 ≤ x0, . . . , e

(n,1)
k−1 ≤ xk−1, S(x+ x0 + . . .+ xk−1)

)

+ P

(

e
(n,1)
k > x, e

(n,1)
0 ≤ x0, . . . , e

(n,1)
k−1 ≤ xk−1, S(x+ x0 + . . .+ xk−1)

)

,¢r�Y¾Ï¼O¼l�<¨
�Y}��Y�Y|~w

P

(

e
(n)
k > x, e

(n)
0 ≤ x0, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1, S(x+ x0 + . . .+ xk−1)

)

= P

(

e
(n,1)
k > x, e

(n,1)
0 ≤ x0, . . . , e

(n,1)
k−1 ≤ xk−1, S(x+ x0 + . . .+ xk−1)

)

,¢r�Y¾Ï¼O¼°��¨
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z�r{�±��r{�±�Y}Y�7�?tv�Y�{��s�|�sY�Y�7���O�OtvzO���

S
�<��|����À�<�¡�WsYtv|&�Y�OzO�O�Y�±��w=|~©«z�}Y�?�OsY���Y��¡�WsY�<w=��z{}Y|~�O�O�<r{sY��© �

e
(n)
j ≡ e

(n,1)
j , 1 ≤ j ≤ n− 1.

¸x�®z{�O�À��rx�� ,¢p��¾6¼?¼¡¹O¨��Y¢p��¾6¼?¼l�?¨Å� ¢r�Y¾Ï¼O¼°��¨������Y�YzOtv�?r���¢p��¾6¼?¼~º<¨J���<�����?�O�Y|®¢r�Y¾Ï¼~º�6O¨��sY|�zO}Y�~�WsY���Y�O�����Y�Yz{¬�����|��W��©½ª,��©��Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬,��z{�?|�}<Â��W|�s��YuPO
∣

∣

∣
P

(

e
(n)
k > x, e

(n)
0 ≤ x0, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1

)

−

P

(

e
(n,1)
k > x, e

(n,1)
0 ≤ x0, . . . , e

(n,1)
k−1 ≤ xk−1

) ∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
P

(

e
(n)
k > x, e

(n)
0 ≤ x0, . . . , e

(n)
k−1 ≤ xk−1, S(x+ x0 + . . .+ xk−1)

)

−

P

(

e
(n,1)
k > x, e

(n,1)
0 ≤ x0, . . . , e

(n,1)
k−1 ≤ xk−1, S(x+ x0 + . . .+ xk−1)

)
∣

∣

∣

≤ P

(

S(x+ x0 + . . .+ xk−1)
)

≤ βn(x+ x0 + . . .+ xk−1) → 0
��}Y�

n→ ∞,

���Y}Wr{�O|������Y�?��©������Á��©½�Ot§��sY|��?z{}Y� � rOz{|��W¬OsYt§���?|������Y�Ys (x, x0, . . . , xk−1)
¾³x�{�����Y|~sYsYtvu±}Y|� ~�¡��¬�z�r{z��?w=|~��z{|��(�W�?��rO ~rOsYsY�Ou$ë®|~wyw=�?ud��¾6¼&�<��z�r{s�rO�{�����?r{|~z���Y}Wr{�O|������Y�?�?��z{¬�¢r�Y¾Ï¼O¼?¼¡¨����YzO���� ¡r{��r{s��Y�Y�?rO|�z��W�O��r{ ¡r{z{|���¬?��z{�O�(z{|��?}Y|~w=t®¾

�

³x´9¦®��ÌÆ´=¾­ä®,¯°¯²±�³0´�µu¶+±~Ã$¸°Ñ�³[´<³èµ*Î�¹�·$³0´2³[Ñ Ç ®°¾u¿°±Ò®
T
Ë�Ï,®�½0®�Ð,®,¸²±MÎ�¹�Ë�Ñ�®ZÑ�³[Ú0Î�Ì	Ã$³0Ëä½[ÐZ»0±�ÖÁäÆ µ�Æ

A(x)
¶
A0(x) = a−1

1

∫ x

0 (1 − A(u)) du,
àã½0¸

a1 =
∫ ∞

0 x dA(x) < ∞.
�Ò³½0³0·$³È¾uÃ$¶�´%¸²¾u¿�Ã�³2·�³[´�µ*¸°Ú0»�¸²±�ËªÌ	´2³[Ú0Î

lim
x↓0

A(x) = 0.
¢p�Y¾Ï¼O¼[�O¨

î�³°Ï,¿°±�¸²±�´%¸Ä·u¸Óµu¿
n
Ã$¸áÏ,®�ÐZ¶$¯°¶�±MÎ
Ø%·�³[´<³[Ñ�³[Ð Ç ®°¾u¿°±Ò®ß´2®ZÑ�³Zàá³�´2¶�·u®[Ëu·,µu³[¶+Ï�Ð,¸l½0¸²±Ð¡Ã$¶+ØUÏ�®°±�¸°Ã�»�±�®,¯°º<´%®ZÚÄ®Àº<Ñ�®°¾uÎÊÐÈµ�¸²±�¸°Ã�¶U¶d·Zµ*³ZÐ,¸Óµ*¶�±�ËäÚ0»�½[¸Ä´û¾u¶d¯Ä»�·u¸Óµ*·�³°ÏZ¶$ÕÅ�¶+Ö�·�³È¾u»�Ì�¸ÄÃ$Ã�Î
ØÀ´2®,Ñ�¶�± ³[Úèµ	®lÏ,³È±öòùµ�¸°½0Ñ�¶	ØJòa·�³[´2³0Ñ�³ZÐ<¯áØ$³[½0¶$´<¿�¯èÖ�Ñ%·�»�®,¯°¯°³0Ã$³ZÐZÕ¯ÄÑ�³È±M»_·�³[´2³0Ñ�»�¯�·$®Èµ�®°±�¸°´Ôµ*³È±

λ = 1
a1

·Zµu¶
n→ ∞

Æ�½�Y}Y|���|�����w[��r{Â(��tvu �Y ����À�<�¡�WsYt§���Y�Oz{�?���O�
T (n)(i), 1 ≤ i ≤ n

�®�Y�<w=�Oª(¬O©�&¾ }å¾
A( x

n )
�
A0(

x
n ).

D�z{���? �s�rT�Wr{|�zT���Yz{��w=t �?tv�O�Y}Wr{|~w
n
�À�<�¡�WsYt§�[�Y�Oz{�?���O����?��z{}Y�O|~sYsYt§�&r{s�r{���O�~�Y�YsY�®�Y�?z{�O���

T
¾��x��sY�W�{�Yz{����}Y������r{ ~rOsYsY�?u( ¡rOw=|�s�|°�O}Y|¡w=|�sY���}Y|��WsY|~|� �sWrT�Y|�sY��|��YsYz{|~}Y�?r{�Wr�w=|�Â��W�±�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sYt°w=�7�Y}Y�Y�?�¡��r?w=�7z{}Y|��?�{��?rOsY�Yu��(��r{Â��W�?w±}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�?w4�Y�?z{�O��|½��z�r{sY|~z

na1
�<w=|~��zO�

a1
¾�³x|�}�|��?�¡�W�&�s�r{É(��w_��}Y|�Â�sY��w��?�O�O ~s�rT�Y|~sY����w§����w=|�|¡w�O

A
(n)
i,0 (x) = A0(

x

n
) =

1

a1

∫ x
n

0

(1 −A(u)) du,
¢r�Y¾Ï¼O¼0�?¨

A
(n)
i,1 (x) = A0 ∗A(

x

n
).

¢p��¾6¼?¼[6O¨
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ÊÆ�����O�?�Y|�¢p�Y¾ /Y¼T¨Æ�?tv�Y�{�Ws��Y|�zO�À����zT¾ ��¾

αn(x) = max
1≤i≤n

A
(n)
i,0 (x) = A0(

x

n
)

=
1

a1

∫ x
n

0

(1 −A(u)) du ≤
x

na1
→ 0

¢p��¾6¼?¼l4<¨
��������©½�O�O�~�

x > o
�Y}Y�

n→ ∞.¦x �¢p��¾6¼?¼0�?¨Æ�7¢p��¾6¼?¼l�<¨����O�Y|~�O����sY���Y����|��W�?|�zT���Yz{�
1 − A

(n)
i,0 (x) = 1 − A0(

x

n
) = 1 −

x

na1
+ o(

1

n
).

³x�?Ä�z{�<w=�
n

∏

i=1

(

1 − A
(n)
i,0 (x)

)

=
(

1 −
x

na1
+ o(

1

n
)
)n

→ exp
(

−
x

a1

)

�Y}��
n→ ∞,

z¡¾ |O¾W�Á�<�����?�O�Y|�¢r�Y¾ /?¹O¨9z{�TÂ�|R�?tv�Y�{�Ws��Y|�zO�À��¾³x}Y�?�O|~}Y��w§�Us�r{���Os�| � �U�Otv�Y�O��s��Y|~zO�À�������W�O�Y�O��sY�YzO|���¬?sY�O|4�?�����O�?�Y|.¢p��¾6¼¡º�6O¨�¾§¦x ¢r�Y¾Ï¼O¼[6O¨Æ�7¢r�Y¾Ï¼O¼l4<¨Æ�?tvz{|���rO|�z&����|��W��©«ª(r{�Á� � |�sY��r-O
A

(n)
i,1 (x) ≤ A0(

x

n
) A(

x

n
) ≤

x

na1
A(
x

n
).

³x�?Ä�z{�<w=�

βn(x) =

n
∑

i=1

A
(n)
i,1 (x) ≤

n
∑

i=1

x

na1
A(
x

n
) =

x

a1
A(
x

n
).

¸x�R�Y�®�?�����O�?�Y©�¢p�Y¾Ï¼O¼[�O¨J�&¾ }�¾
A( x

n ) → 0
�Y}Y�

n→ ∞
���å�O����|��W�O�<r{z{|���¬Os�����¢p��¾6¼¡º�6{¨�?tv�Y�{��sY�Y|�zO�À��¾¥�|¡w1��r?w=t°w��<��|®z{}�|��O�?�?rOsY����¥å|��?}Y|~w=tó��¾ � � � ���
�����
�=ý�ü��Jû�' �=�Otv�Y�O��sY|�s�t �������|��W�?�?rOz{|���¬?sY���W�����Y|�}��Y�O ~� � ����}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=t§���&�@r{sYsY�<w[�Y}Y��w=|~}Y|,���Oz{�?�<�?�³®r{��¬?wyrU��|�u���z{�O�YzO|���¬?sY�R�À�<�¡�W�YzO�À�®���Y�?r?�����OsY�?�?�����<w=�°�Y�OzO�O�Y�����YsYz{|~s������OsY�<��z{¬?©

λ = 1
a1

¾
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È�Ä�z{�?u�� �Wr{�?|�w=t®��s�rO�<�?sY| � �Y�Y|�}�|��?�¡����w�����������|��W�?�?rOsY�Y©L��r?w=����������zO|~w1wyrO�~���O��?�O���½�O�<�����<Â��Y�?rOsY����¾TÈU�Y�{��s�|�|¡��z{|¡��z{�?|�sYsY�Rs�rT��rOz{¬x�9}�r?���~w=�Oz{}Y|~sY�����Y}Y�?��z{|�u�É,���w=|~z{�¡�W�O�W���Y�? ��O�O�Y�Y©«ª(����sY|~�Y�?��}Y|��@��z{�?|�sYsY�����{������rOz{¬�}Y|� ~�¡��¬�z�r{z{t#���Y�7sY|~���Oz{�O�}Yt§�Á�<�?sY�Y}Y|~z{sYt§��w=�¡�W|���|~u�������zO|~w����(¾

pÀ�l� � Ý�ÒQ�R×�� Û
Mλ|Mµ|1|∞

Õ ��Òä�UÛ�Ó�Ô�Õ�Ý�Õk±p×��
ÒåÞ á�×Sm
�+Ý�� ×

iU�~�W|~w��Y}Y|��W�Y�{��r{��r{zO¬����Yz{�x�Y ~����r{|¡wyr���������zO|~wyrx}�rO�O�Oz�rO|�z½�9�W�W� � �Y�Y���YsY�?u��?�?�����<�Â��Y�<r{sY����ïJðéï=ñ(¾@È­���O�?z{�O|~zO��z{�?�Y��������w=�?�{�����<�?u�q�¾·¿x|�s��@r��Y�Wr���������zO|~wyrÁ��w=|�|~z�¡�W��s,�O�<�����<Â��Y�<r{©«ª(�Yu,��|�}Y�?|�}��TsY|~�O��}Wr{sY�Y��|�sYsY��©�|~w=���?��z{¬R�O��sY��|�}�r{�ísWr{���O�Y��z{|��Y���Ä~�����Y�?sY|�s � ��r���¬?sY�O|9}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|9�?}Y|~w=|~s��O�<�����<Â��Y�<r{sY��� {si}
�9��r{}�r?w=|�z{}��?w

µ
�Yr�s�r&|~|R�O�?�¡���Y�?��z{����r{|~z����?rO�~���?sY�O�<���Y�Yu��Y�Oz{�?���x��sYz{|�sW���Y�?sY�?��z{¬O©

λ
¾´yrO�~��w=�OzO}Y��w­�?|�}Y�T�Yz{s��?��zOsYtv|���r{}�rO�Yz{|�}�����z{���Y�.}�rO�O�?z{t]������z{|~w=t s�r����?��z�r{�z{�?�YsY��wyr����<w7�O}Y|¡w=|�sYs��?w7�Ys�z{|�}Y�<r���|

(t, t+ δt)
���Y}Y���Y|~w.�Otv�Y����tv�?r{�&�?|�}Y�T�YzOsY�{���z{�Áw=t �O�~�W|~w_�O�Y�<����r{z{¬(�?��|½���W|�sYt®���Y}Y|�����z�rO�{�Y�Y©½�Y|R���O�?�Ou��?|����Y���YsYt �R�Y�?}?���W����?w1wyr{���?��z{�

o(δt)
¾·È�zTrO���?w���������r{|(�O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬�zO�O���W�@�Yz{�� ~rÁ�O}Y|¡wJ�

δt
�������z{|¡w=�Á��}Y���W|~z�}Y�?�OsY���¡�WsWr& ~r��Y�?��rY�Y�?����|�z�}�rO�Os�r

λδt
�Wr�z{�?���W���Yz{��sY� �¡�WsY�?u ¡r��Y�O����sY|R�Y�?��z{���Y�Yz,�&���W��z{|¡w=�� ~r�Ä~z{�Oz(Â(|½�Y}Y�<w=|�Â���z{�O�Á�O}Y|¡w=|�sY��ã

(1− λδt)
¾¶«s�r����?���Y��sY���W�O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬�z{�?�����W�Yz{�Ás�r�Ä~z{�?w[�Ys�z{|�}Y�<r���|,�O}Y|¡w=|�sY�  ¡r{���Os��Y�YzO�À������<ª(�Yu���}Y� � |¡���(�O�<�����<Â��Y�?rOsY���� ~r{�Y�O�Y�å�W�?����|�z�}�r{�?|�s µδt

��r�z{�O�~���@�Yz{�����W�<�ª(|�|��?�?���W�?Â��Y�<r{sY��|®sY|, ¡r{���OsY���YzO�À��s�r�Ä~z{�?w[��sYz{|�}��?r��W|xã
(1 − µδt)

�WzO�TÂ(|,�z{�?�YsY�<��z{¬?©������Y��|�sY�?�
o(δt)

¾ÈU|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬�z{�O�~�����YzO������}Y�O�Y ~�O�O��¬OsY���O ��Yz{tvu7w=�?w=|~sYz��O}Y|¡w=|�sY�
t
���������z{|~w=|Ás�r��<�¡�W�YzO�À�±}Y�O�?sY�

n
 ~r{�Y�O�O�1¢£�¡�Ws�r��R����|~}Y�O|~}Y|��

(n − 1)
�½���O�Y|~}Y|��W�

��/
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�TÂ�����r{s����.�O�<�����<Â��Y�<r{sY���W¨��Y}Y�[�?�����O�?�Y���J�Yz{�±�±s�rT��r{��¬OsYtvu�w=�?w=|�s�z

t = 0
�������z{|~w=|®s�|®�Ot§����sY���¡�WsY�?uÁ ¡r��Y�O�������O�?�O �sWrT�Y��w

pn(t) = P
(

N(t) = n
∣

∣N(0) = 0
)

, n = 0, 1, 2, . . .
¢p��¾Ï¼¡¨

�x��sY�W���Yz{�«�vzTrO���Ou®������z{|~w=|��«w=�?w=|~sYz
(t+δt)

sY|Æ�?����|�zvsY�®�¡�Ws��Oux ~r{�Y�O�Y�x����É,¬|~�����$��sY|~u$�$sY|&�Ot§����sY�4�¡�WsY�Ou$ ~r{�Y�O�Y� ��w=�<w=|�sYz
t
�$�Y}Y�±Ä�z{�<w1sY�4�¡�WsY�?u�sY|�Y}Y�YÉ,���� ¡r®�O}Y|¡wJ�

δt
�?���Y�?���Ot§��rx�¡�Ws�rx ~r{�Y�O��rx�,w=�<w=|�sYz

t
�<sY��|~|°�O�<�����<Â��Y�<r{sY�Y| ~rO�<�?sY�Y���W�?��¬v ¡r°�Y}��?w=|�Â���z{�?���O}Y|¡w=|�sY�

δt
���Y}Y�(Ä�z{�<w�sY�,�¡�Ws��Ou®sY�?�O�Ou® ¡r��Y�?�Y�®sY|�Y}Y�YÉ,���, ¡r,zO�Oz�Â�|

δt
¾�¥årO�Y��w_�?�O}�rO ��<w§�?���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½ª,�Y|½�O|�}��T�Yz{sY�?��z{��w=�TÂ�sY����O�Y ~r{zO¬�����|��W��©½ª,��w�}�r{�?|�s���z{�O�<w�O

p0(t+ δt) = p0(t)(1 − λδt) + p1(t)µδt(1 − λδt)
¢ �W¾ ¹?¨

¶°s�r{���O�~�Y�YsY�W�

p1(t+ δt) = p0(t)λδt + p1(t)(1 − λδt)(1 − µδt) + p2(t)(1 − λδt)µδt,
¢ �W¾ �<¨

z{��|¡��z{¬Á�Á������z{|¡w=|,�?����|�z�}��O�Os����¡�Ws�r� ¡r��Y�?��r&��w=�?w=|~sYz��O}�|~w=|�s��
(t + δt)

��|~��������Y�?�$�4sY|�u[sY|��Ot§�W�$sY�[�¡�Ws��Ou.�±w=�?w=|~sYz
t
�ysY�4}Y�O�?sY�$�¡��s�r���}Y�YÉ���r� ¡r$��}Y�{�w=|�Â���z{�O�

δt
ä=���Y�?�$�±sY|~u��?t§�Wr��¡��s�r  ¡r��Y�O��r��±w=�<w=|�sYz

t
�Ær4 ~r

δt
�Y}�� � |¡���Á|�|�O�<�����<Â��Y�?rOsY����sY|� ~rO�<�?sY�Y�����À� ��sY�4�¡�WsY�?u sY�O�?�Ou s�|(�Y}��YÉ����Wä����Y�O�Á�Ot§��� �W�O|��w=�?w=|~sYz

t
��sY�&���Y���¡�Ws��Ou��Y �s������Y}Y� � |~�����O�?�����<Â��Y�?rOsY���Á ¡r{���Os��Y���W�À��� �Y}Y�Ä�z{�<w.s����¡��sY�OuÁsY�O�?�Ou� ~r��Y�?�Y�� ~r

δt
sY|®�Y}��YÉ����W¾q��Y���Y}Y�?�Y ��?�{��¬?sY�O�~�

n > 1
�<}�rO�~���<Â���r������?�O|~}YÉ,|~sYsY�,rOs�r����?���Y��sY���Ow=�TÂ�sY�( ~rO�Y�����rOz{¬

pn(t+ δt) = pn−1(t)λδt(1−µδt)+pn(t)(1−λδt)(1−µδt)+pn+1(t)(1−λδt)µδt.¢ ��¾ �<¨³x}Y�
δt→ 0

�Y �¢ �W¾ ¹?¨ì��¢ ��¾ �<¨9�Y�O�����Y��w.����|����<©½ª,��©­������z{|~w=���W���®�x|~}Y|�s � ��r���¬?sYt§���}�r{�?sY|�sY��uPO






























dp0(t)/dt = −λp0(t) + µp1(t)

dp1(t)/dt = λp0(t) − (λ+ µ)p1(t) + µp2(t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dpn(t)/dt = λpn−1(t) − (λ+ µ)pn(t) + µpn+1(t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

¢ ��¾5�O¨

´J|~É,�YzO¬�Ä~z{����}�r{�?sY|�sY�Y���W�?��z�r{z{�?�YsY��z{}Y�~�WsY�W�������ÁzO�?w=��Â�|O��sY|x�Y}Y|�����z�rO�{�Y���|�z��?���O�?�O�����YsYzO|�}Y|¡��rY�å�Y�?���<�O��¬O������r{ª(|��YsYz{|~}Y|~���<©½zO�À�±�Y�O�?|��W|~sY�Y|~w
���W��z{|¡w=tf��?��zTrOsY�O�?�Y�OÉ(|~wy�À��}Y|�Â���w=|?�WzT¾�|O¾���}Y�
t → ∞

¾@¿®r{���O�~�W|~z�����r{ ~rOsY�&�����W|��W��©«ª(|�u� �Wr{�?|O���Y}Y�4�?�����O�?�Y�
% = λ/µ < 1

��������zO|~w=t­�W�W�®�x|�}Y|~s � ��r{��¬OsYt§����}�rO�OsY|~sY�Yu¢ �W¾ �?¨«���<ª(|~��z{�O�?|�z��<��z�r{s��O�O���OÉ,|~|~�À��}Y|�É(|�sY��|O�·z{��|~��z{¬�����ª,|¡��z{�?�<©½zÁ����|��W��©½ª,�Y|�Y}Y|��W|���t
lim

t→∞
pn(t) = pn, lim

t→∞

dpn(t)

dt
= 0, n = 0, 1, 2, . . . .
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%
��}�r{�?s�r�����}Y|��WsY|~w=���Y�����W��sY�O�?t§�� ~r{�Y�O�O�å�<���?��zO�<�Wr{©«ª(������z{|���|�sY�Y|��}Y|��Ws�|������?}Y|~w=|~sY�±�O�<�����<Â��Y�?rOsY���4�¡�WsY�Ou± ¡r��Y�O������sY�<���Yz�s�rO ��<r{sY�Y| ¶$Ã�´%¸ÄÃ$¯°¶$ÐZÕÃ$³[¯°´<¿À´Ôµ�®ZÁª¶$Ñ�® ¾¦xz�r{���Å�Y}Y�7�<�����?�O�Y�

λ < µ
������z{|~wyr������®�x|�}Y|~s � ��r{��¬Os�t§�$��}�r{�?sY|�s��Yu1¢ ��¾5�O¨�Y}�|��O�?}�r{ ~�O|~zO�À��������|��W��©«ª,��©L������z{|¡w=�Ár{����|~�O}�rO�Y�Y|~���Y������}�rO�OsY|~sY�Yu































0 = −λp0 + µp1

0 = λp0 − (λ+ µ)p1 + µp2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 = λpn−1 − (λ+ µ)pn + µpn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

¢ �W¾ �<¨

´=|�É(|�sY��|U������z{|¡w=t�w=�TÂ�|�zR�Otvz{¬½��|��~���«s�rOu��W|�s��½�Y}��?��zO�½�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��«}�rO �}Y|��É�r��&|�|«��}�rO�OsY|~sY����¾��°��s�r{���®s�r?w �W�Y�&��r��W¬OsY|~uYÉ,|~���®���~����|��W�O�<r{sY���&�O�~�W|~z��Y�O��|� ��sY�®��s�rT��r���r°s�rOuYz{�&�Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª,��©[�x�<s�� � �Y© P (z)
�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{�

pn
¢²��w§¾¢í¹�¾ ���?¨ ¨�¾�³x�?Ä�z{�<w=���O�~�W|¡w�}Y|�É�r{z{¬����W��z{|¡w=�4¢p��¾ �?¨§w=|�zO�¡�W�?w��Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª,|~u��x��sY�Y�

� ����¾¡q��Y�&Ä�z{�?���R��w=s��TÂ&�Ww���r�Â��W�?|��� v�<}Wr{�Os�|�sY�Yu(Ä�z{�?u�������z{|~w=t�s�r z0, z1, z2, . . .���O�OzO�O|�z?��z{�?|�sYsY�W��r( ¡r{z{|¡w������TÂ���w������?��|x�Y�O���W|�sYsY�W¾Y³x�{�����Y�Ww

0 = λz

∞
∑

n=0

pnz
n − λ

∞
∑

n=0

pnz
n − µ

∞
∑

n=1

pnz
n +

µ

z

∞
∑

n=1

pnz
n,

���W�
λzP (z) − λP (z) − µ

(

P (z) − p0

)

+
µ

z

(

P (z) − p0

)

= 0.

¦x x�Y�<����|��WsY|��~�(s�|�z{}Y�~�Ws���s�r{u�z{���Otv}�r{Â(|�s��Y|°�W�Y����}Y�O�Y ~�O�¡���Yª(|�u��x�<s�� � �Y�

P (z) =
p0

1 − λz/µ
=

p0

1 − %z

¢ �W¾56O¨
¸x�®�Y�,�O�Y}Y|��W|��W|�sY�Y©��Y}Y�O�� ��O�¡�W�Yª,|�u&�x��sY� � �������?�����O�?�Y©1sY�O}Ww=�Y}Y�O�?�Y�(�W�{��Â&s���?tv�Y�{��sY�Yz{¬?�À�

P (1) =

∞
∑

n=0

pn = 1

¶
z{�?�À��r��Y �¢ �W¾56O¨9�?tvz{|���rO|�zT�Y�Yz{�
p0 = 1 − % ,

¢p��¾ 4?¨
���Y����|����O�?rOz{|��W¬OsY�W�

P (z) =
1 − %

1 − %z
= (1 − %)[1 + %z + %2z2 + . . .] ,

¢ ��¾ /?¨
�?z{�Y�~��r�¢£��sY�O�<r(�����?�Y}Y|��W|���|~sY�Y©­�Y}��O�Y ~�O�¡���Yª(|�uÁ�x��sY� � �Y�W¨U�Y�O�����Y��w

pn = (1 − %)%n, n = 0, 1, 2, . . . .
¢p��¾Ï¼~º?¨
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�·rOw=|~z{��w§�·�Yz{���?��z�r{sY�?�O�Y�?É,�Y|¡�À�� ~s�rT�Y|�s������O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{|~u

pn, n = 0, 1, 2, . . .�O ~s�rT��r{©½zÁ��rO�$�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO�4sWr��?�TÂ��W|~sY����� ������zO|~w=|r���O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,|~�����<�O������Y|~��z{�?r
n
 ~r{�Y�O�O���±sY|����OzO�O}Ytvu[w=�?w=|~sYz±�O}Y|¡w=|�sY�

t
¢î�W�<��z�r{z{�?�YsY�±�~��r��W|�sYsYtvu�¨��z�r{�4�4���O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,��© �W�{��©Ã�?}Y|~w=|~sY��¢£�Y}Y�$�W�<��z�r{z{�?�YsY���O�O��¬OÉ(�Ou����W�Yz{|��W¬{�sY�?��z{��s�r{�O��©U�W|~sY���

T
¨�����z{|~�Y|�s��Y|®���Oz{�?}Y�Ou�������z{|~wyr�¢£����wywyrO}YsY�<¨UsWr��?�¡�����WrO��¬(����<��z{�T�YsY�����?���?�À��r®�,s�|�u��?t§���,}Y�?�OsY�

n
 ~r{�Y�O�O�å¾+�½�O|«�YsYz{|~}Y�Y}Y|~zTr � �Y���Y}Y�Y�~�¡�WsYt®��O|~}YsYt����Y�O��|� ~sYt®¾¸®r{�Y}Y�Ww=|�}��T���{�Y���O}Y|¡w=|�sY���Y}Y�<��z{�T�(������zO|~w=t��O�?�����<Â��Y�?rOsY���Á¢£�<�?�À��rR������z{|~wyr�Y�?��z�rY�YzT¾�|?¾Y��sY|~u�s�|�z�sY���¡�Ws��Ou� ~r��Y�?�Y�W¨U}�rO�Os�r

p0
�Wr(���{�Y���O}Y|¡w=|�sY�� ¡r{s��Yz{�<��z{�������z{|~w=tfã4|~��zO¬ �?��zTrOz{�O�

(1 − p0)
�Å���Oz{�?}Ytvu7� }�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�Ou7������z{|~w=|?�J���{�� �WrO��sY��¢ ��¾ 4?¨��Y�O��rO �tv�?rO|�zO�À��}Wr{�Os�t°w
%
¾

=)�`����� KM��	�����	�	pb
�0
���%w�x���0
�9
	��0
��)��o��?�!�(%&"$�6
��0
��/	�34	
R }Y|���sY|�|��Y�������� ¡r��Y�O�?���åsWr��?�¡�W�Yª,�����À�4�4������z{|~w=|?�y�Y}Y�Ys��YzO�$s�rO �tv�<r{z{¬ Ï�®,àrµ*»[Ï,ÕÑ�³[¹£¯Ä¶u¯Ä´%¸²±MÎ×ú£ô � �O�?�O ~s�rT��r{zO¬(��r{z{�YsW�����Ou �?���Y�O�?u

L
¢Ç�?z�r{sY� �W�Yu������?���������O�<r¯�ç � ^bdÅ¯�¨�¾Y� t�w=�TÂ�|~w��O��}Y|��W|����Yz{¬Á��}Y|��WsY|�|,�Y�����W�� ~r��Y�?�O����s�r��<�¡���Yª,�����À����}�r?�����wyrOz{}Y�Y�<r{|~w=�?u����W��z{|¡w=|�¢£�Y}Y���<��z�r{s��O�O���OÉ,|¡wy�À��}�|�Â���w=|�|�|,}Wr{�O�?z{t«¨��@���W���Y�O��¬{� ��?�?r{s��Y|~w7�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{|�u±¢ �W¾6¼¡º?¨��Y���?�?}Y�OÉ(�(�Y ~�O|¡��z{sY�?u��x�?}�w=�¡��|

E[N ] =

∞
∑

n=0

npn,

���Y�?�������?w=�Oª(¬O©]��}Y�O�Y ~�O�¡���Yª(|�u7�x��sY� � ��� ¢ �W¾ /<¨��J�Y�?�����{��¬?�Y���Y Á�O�Y}�|��W|���|�sY�Y��Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª,|~uÁ�x��sY� � ����s�|�z{}Y�~�Ws����Y�{�����Y��z{¬����YzO�

P
′

(z)
∣

∣

∣

z=1
=

∞
∑

n=1

npn = E[N ].
¢ �W¾6¼?¼¡¨

�½zO��©U�@r(���Y �¢p��¾ /?¨�s�rOu��W|~w
L = E[N ] =

% (1 − %)

(1 − %z)2

∣

∣

∣

z=1
=

%

1 − %
=

λ

µ− λ
.

¢p��¾Ï¼¡¹O¨
q��Y���Otv�Y������|�s����,�������Y|~}��������Y������rx ~r��Y�?�O��z{�TÂ(|v�?�?���Y�{��¬? ��?|~wy�À�,���?�Ou���z{�O�<w¢²¹Y¾ ���?¨=�Y}��O�Y ~�O�¡���Yª(|�u��x��sY� � �����<���O� �Wr?��sY�,�<�?z{�O}��?w=���Oz{�?}�r����Y}Y�?�Y ��?�¡�Ws�r{�&��}Y�{��Y ��?�¡���Yª,|~uÁ�x��sY� � �Y�Á�&z{�?�Y��| z = 1

}�r{�?s��Y|�zO�À���Oz{�?}Y�?w=���®rO�Yz{�?}Y��r��W¬OsY�<w=��w=�{�w=|�sYzO�O�Y���W�

P
′′

(1) =
2 %2

(1 − %)2
= E[N(N − 1)] = E[N2] −E[N ].

³x�?���<�O��¬O���O�<��rO���Y ��?|~��zOsY���

DN = V ar[N ] = E[N2] −
(

E[N ]
)2

,
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z{�½�Y�?����|9���¡����z�r{s��O�O�?�®�,�Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r{sY�Yux�Y�O�����Y��w ����|����<©½ª,|~|9�Otv}Wr�Â(|~sY�Y|Æ���Y��W�W���Y|~}����Y�

DN =
2 %2

(1 − %)2
+

%

1 − %
−

%2

(1 − %)2
=

%

(1 − %)2
.

¢ ��¾Ï¼l�<¨

=)������+ yJ�0�
�
�j%(b
	��
	��7�
È§�����?w=sY��w§�?�Yz{�(�(}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�Ou����W��z{|¡w=t1��w=|�|~zO�À���¡�WsY����|~}Y�O�W��sY�?|°�?��z{}Y�OuY���z{�O�W��sY|����Y�<���O�?sY�O|®�¡��sY�O�?}Y|~w=|~sYsY���O�<�����<Â��Y�<r{z{¬��?�{��|~|O����|~w[�¡�WsY�� ~r{�Y�O�Y�?¾W³x�O�Ä~z{�?w=�?�~|¡�����,������zO|~wyr°s�|9�Y�<��z�rv���½sY|�u�sWr��?�¡���YzO�À�®}Y�O�?sY�

n (n = 1, 2, . . .)
 ¡r��Y�?�O���z{�&�¡�WsWr(�� ®sY�����?�?���W�?Â��Y�<r{|~zO�À����r(�<��z�r��W¬OsYtv|

(n− 1)
�TÂ&����r{©½z��&�?�Y|�}Y|��W��¾ÈUtv�Y��������w���}Y|��WsY©«©
�W���YsY�ÁÄ�z{�?u��?�Y|�}�|��W�����O�O�? �s�rT���Y�,|~|R�?|������Y�YsY�

Lq

Lq =

∞
∑

n=1

(n− 1)pn =

∞
∑

n=1

n pn −
∞
∑

n=1

pn = L− (1 − p0) = L− %
¢p��¾Ï¼°�<¨

¦R�������Y�¡����z�rO�O�Y����©U��r&�?tv}�r�Â�|�sY�Y|&¢ �W¾6¼T¹O¨Æ���Y�
L
�

Lq =
%

1 − %
− % =

%2

(1 − %)
=

λ2

µ(µ− λ)

¢ ��¾Ï¼0�?¨
�·r?w=|�z{��w§���Yz{���Y�O�����Y|�sYsWr��ÁsWrOw=���O|����Y�Y�YsWr

Lq
ã��W���Ys�r&�?�Y|�}Y|��W���O��r{ ¡r��Wr?��¬}�rO�OsY�?u

(E[N ] − %)
�Wr&sY|

(E[N ] − 1)
����r{��w=�TÂ&s����?t§���&�Ot �Y}Y|����Y�{���TÂ��YzO¬-·

=)������� yJ�0�
��	'��@&�
%&
���@5%?z{���7�/���)��%(h&
��
 �z{�
�&�/���)�
Ì9��������������z{|¡w=|�¢Ç�Y}Y���Y}��Y�Otvz{���Á�?�Y|�}Y|��WsY�?u� ~r{�Y�O�Y��¨ÆsY|x�?��rO �tv�<r{|�z?�À�&s��Á�¡�Ws��Ou ¡r��Y�O����sY�±���O��|�}Y|��W���·sY�±����|~}Y�O|~}Y|O�·z{���?s�r���}�rO ���Â�|&�Y�O��r���r{|~zÁ� ��|�}Y�?|�}��·zO�|¡��z{¬������Yz{|���¬Os��?��zO¬��TÂ�����rOsY��� ���?�Y|�}�|��W���W�Y� sY|�|��O��rO �tv�?rO|�zO�À��}�rO�OsY�?u�sY�¡��©,¾¿®rO�_w=t]�<Â(|� �s�rO|~w§�J���?��z�r{sY�?�O�Y�?É,|~wy�À�±}Y|�Â&�Ww=|�}Wr{�O�?z{tÃ�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬$zTrO���Ou���Yz{�?r � �Y��}�r{�?s�r p0

¾ÈU�&�?��|����?��z�r���¬?sYt§����������r{�����O��|�}Y|��Ws�r����Y}Y���<�¡���Yª(r{�� ~r{�Y�O��r(�?��z�rO|�z����O�Y|��}Y|��W¬®�TÂ�����rO©«ª,�Y�(�O�<�����<Â��Y�<r{sY�������O�~�W|~z®�TÂ&����r{z{¬®�®s�|�u��W�®z{|������O}��?�Y�O��rx�?��|�Y}��YÉ,|��WÉ,�Y|(}�r{s�¬OÉ,|(sY|�|( ~r{�Y�O�Y� s�|, ~rO���OsY��rOz��O�<�����<Â��Y�?rOsY�Y|�¢£�Á���O�OzO�O|�z?��z{�?�Y��R}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�Ou�s�rOw=���W��� � �Y������sY�Ou��O�<�����<Â��Y�<r{sY����ïÅðéï=ñx¨�¾³x}Y|��W�Y�O���TÂ���w§�O�YzO���Y}Y�YÉ(|��WÉ�r��� ¡r��Y�O��rR ~r?��z�r���r®�,���W��z{|¡w=|«}Y�?�OsY�
n, n ≥ 1

}�r��sY|~|°�Y}Y��É,|���É,���� ~r{�Y�O�?���{���Y�<��z{¬(�O}Y|¡wJ���TÂ&����r{sY�Y�&sWrT��r��Wr��O�?�����<Â��Y�?rOsY���(���Y�Ä~z{�Ou� ~r{�Y�O�Y�Á�Y}Y|��@��z�r{�O�Y�Y|�z&���?�O�OuÁsY|����?z{�O}Y��©­���W�<�Wr{uYsY��©��O|����Y�Y��sY�
X
�½�Y���Oz��sY�<��z{¬?©�}�rO���Y}Y|���|���|~sY���

ϕ(x)
¾*iU�~�W|~w�������rOz{¬��Otv}�r{Â(|~sY�Y|½���Y��Ä�z{�?u������OzOsY�?��z{��������Y�{�W¬O ��O�Á���W|��W��©«ª(|�|x�Y ~�O|~��z{sY�?|R�?�Y}Y|��W|���|~sY�Y|

P

(

x ≤ X ≤ x+ δx
)

= ϕ(x) δx
¢p��¾Ï¼l�?¨
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ÈL���?�Oz{�?|�zO��z{�O�Y�±���OtvÉ(|~����rO ~r{s�sYt°w§�@�Á}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�?w ��������rO|����W�Yz{|��W¬{�sY�?��z{¬&�TÂ�����r{s������?�?�����<Â&���?r{s����

X
¢Ç�Y}��YsY��wyrO©«ª(r{�<���O�?�Á ~s�rT�Y|�s����

x > 0
¨UsWr���Y�Ys�rO|�z®���?�Ou��OzO���Y|�z®�®w=�<w=|�sYz®�Y}��Y�Otvz{�Y���?�Y|�}Y|��WsY�?u( ¡r��Y�O�����& ¡r{��r{sY���Y�?rO|�zO�À�,�w=�?w=|~sYz��Y�?��rT��rOsY����Ä�zO�Ou� ¡r��Y�O�����,��|~}Y�O|~}��?�Y�����,w=�<w=|�sYz(�O���OsY�Wr{sY���&�O�<�����<Â�����?rOsY��� �Y�<����|��WsY|�u$�Y ��Y}Y|���É,|~��z{�O�?�?rO�OÉ,�Y��|~u

n
 ¡r��Y�O�?��¾W¸x�Áz{�O�À�@r��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬���?�Otvz{�����¡����r{ ~rOsYsY�?���v�°�W|��O�?u®��rO��z{�Á¢p��¾Ï¼l�<¨�����}Y|�����z�r{�{���Y|�z«���O�O�?u�����wyw=�®�Y�½�?��|¡w�O�? ~w=�TÂ�sYt°w  ~s�rT�Y|~sY����w

n
�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{|�u&���?�Otvz{�Yuå�{ ~rO����©«�Wr{©«ª(���<�À���®z{�?w§�?�Yz{��,���W��z{|¡w=|«s�r{�?�¡�W���W�?��¬x}Y�?�OsY�

n
 ¡r��Y�?�O���{}��O�Os��

(n−1)
�Y ½sY���&�Ot§�����?�?�����<Â(|�s�t ~rÁ�YsYz{|~}Y�?r{�$�?}Y|~w=|~sY�

[0, x]
�$�¡�WsWr� ~r{�Y�O��r�¢£�Y�?����|���s������Y �Ä�z{�Y�

n
¨½ ~r{���?sY�Y���Wr���?�O|R�O�?�����<Â��Y�?rOsY�Y|Rs�r��YsYz{|~}Y�?r{��|®�O}Y|¡w=|�sY�

δx
O

P

(

x ≤ X ≤ x+ δx
)

=

∞
∑

n=1

pn
(µx)n−1 e−µx

(n− 1)!
µ δx

¢ �W¾6¼Z6{¨
³x�¡����z�r{�O�Y���®��©U��r«�Otv}�r{Â(|�s��Y|J���Y�

pn
�Y 

(4.10)
�~�Y}Y�?�Y ��?�¡���®�Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s���������O�?}�rT�Y�Y�<r��(����wyw=�O�{�Y�O�����Y��w����Y�&�����?z{sY�<��z{�

ϕ(x)
¢Ç���OzO�O}�r{���O���?� �WrO��sY�

(4.16)
�|~��z{¬&�<�?Ä~�®�x� � �Y|�sYz��Y}Y� δx ¨v����|��W��©«ª(|�|x�Otv}�r{Â(|~sY�Y|

ϕ(x) = λ
(

1 −
λ

µ

)

e−(µ−λ)x , x > 0 .
¢ �W¾6¼04?¨

Í�z{�O�Yz�|~ª,|x}�rO ®�Y�¡�W�Y|~}Y�YsY��z{¬W���Yz{�������?z{sY�<��z{¬��?|�}Y�T�Yz{s��?��zO�4¢p��¾Ï¼l4?¨��?t§�Wr��Y�{������Y|�sWr,s�r?w=�����Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ(|�s��Y�
x > 0

¾�¶���������rO�����<�?�À��r
x = 0

����w=|~©«z��O|�}��T�Yz��sY�?��z{¬
p0
¾�È[��rT�Y|¡��z{�?|°���Y}�r�Â�sY|~sY����}�|����?w=|~s��W�O|~zO�À�Á�~rOw=��w7��}Y�O�?|�}Y�YzO¬(����}�r{�?|�������Y�?�?��zO¬�����r{ ¡r{sYs��Ou�s��O}�w=�Y}��O�O�����Yr���w=|�sYs��

p0 +

∫ ∞

0

ϕ(x) dx = 1

¦®���Y�O��¬O ~�{�(sWr{u��W|~sYsY��©1�����?z{sY�<��z{¬��?|�}Y�T�YzOsY�?��z{�
ϕ(x)

�<sY|�zO}Y�~�WsY���?tv�Y�����W�Yz{¬íÓµ�¸°½0Ã$¸l¸�ÐÈµ�¸²±�Öf³lÉ�¶$½[®ZÃ$¶�Ö?Ð�³[Ì�¸Óµ�¸°½0¶ ���?�O�O ~s�rT��rO|~w=�O|½�O�?tv�YsY�
Wq
O

Wq = E[X ] =

∫ ∞

0

x ϕ(x) dx =
λ

µ(µ− λ)

¢p��¾Ï¼l/?¨

=)�`���|= ��%�����%(	}�(�
	�3f�~9
��	�h(���&�/���)�.�6
��0
���	�34	
³x�{��s��O|®�O}�|~wJ���Y}Y|~�Otv�?rOsY���������W��z{|¡w=|(���Y�WrT�Wtv�<r{|~zO�À���� ��O}Y|¡w=|�sY���?�?�����<Â&���?r��sY�����$�O}Y|¡w=|�sY�$�TÂ�����r{s���� ���?�Y|�}Y|��W���@�Y}Y���Y|~w��W�Y�$z{|��  ~r{�Y�O�O�å�����Oz{�?}Ytv|,��}Y����?�¡���Yz��&�Y�?��z{��©L������z{|~w=�?�Y�Y�<����|��WsY|�|?����r{���Y ��?|~��zOsY����}�rO�OsY�&sY�¡��©(¾
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pÀ�	0 4 Ô®à�Û®ÚUÛ��½×#2jÙ�ÒQ�RÕ�Ô Ú Ô�á��Ê� 2�Ö ´ Ý����S2�Û
³x�<��z{¬

T = 1/λ −
|~��z{¬&��}Y|��WsY|�|x ~s�rT�Y|�s��Y|«�Y}��?w=|�Â���z{��r(�O}Y|¡w=|�sY��w=|�Â��W�&�W�?��wJ��Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os�t°w=�$�Y}����?�¡��r?w=�$ ¡r��Y�?�O�4� ������z{|~w=�?�

L −
��}Y|��WsY|�|����O���Y�Y|¡��z{�?� ¡r��Y�O�?����s�r��<�¡���Yª,�����À� ��������z{|~w=|&��sY|����?z{�O}Ytvu4�Y}Y�?�Y ��?�{��¬?sYtvu$w=�<w=|�sYz��O}�|~w=|��sY�å�Tr

W −
��}Y|��Ws�|�|U �s�rT�Y|~sY�Y|��Y�{��s��O���½�O}Y|¡w=|�sY�(�Y}Y|~�Otv�?rOsY�����?z���|���¬?sY�Ou� ¡r��Y�?�Y���������z{|~w=|?¾Ý�½��rO �tv�?rO|�zO�À���W�Y}Y�$�Otv�Y�O��sY|�s��Y��sY|~���Oz{�?}Yt§�·�W�?�Y�{��s�|,|~��z{|~��z{�O|~sYsYt§��<�����?�O�Yu�¢Ç���?z{�O}Ytv|9�Otv�Y�O��s��Y©«z?�À�½�W�Y�®�?��|��R��}Y��w=|�sY�Y|~w=t§�®s�rv�Y}Wr{�Yz{���<|�w=�¡�W|���|~u������z{|¡w����x¨��ÅÄ�z{�7z{}��7�O|��W�Y�Y�YsYtØ���{�Y ~rOsYtÃw=|�Â��W�±���O�?�Ou±����|��W��©«ª(��w����O�?z{sY�O�É(|�sY�Y|¡w

W = TL,
�Y���

L = λW.
¢p��¾ ¹{º?¨

D�z{�®���?�Oz{s��OÉ,|~sY�Y|§�Ot§�W�°�W�?��r{ ~rOsY�«ë®��z{z¡���?w�¢|� � Ñ+Z��(¾ R ¾ ç Î ê ê1_ÓXT¨J��¼0/��?º°���¡�������w=|~|�z��xz{|����Y�O}��?�Oª,|~�Y}Y�YsY�Yz{�O|xs�rO ��?rOsY�Y| Áª³èµ�±M»[¾*®¬"M¶�´2´�¾*® ¾�¤,�O}Ww=�~��r&�O�Y|~sY¬�Y�O��|� ~s�rY�y���?�����O��¬O�Y�7��sY�O�À��r4�Y}��1��������|��W�?�?rOsY�Y�[w=�¡�W|���|~u1��� �?tv�?r{|~z$��}Y�Oª(|�?�Y}Y|���|����YzO¬�¢£������� � |�sY�YzO¬<¨ L ����|~w W �Yr(��sY�O�À��r,ã�s�rO�O�O�?}Y�OzT¾+�@s�r{��Â�|®�¡�WsY���Y Ä~z{�����W�?�<���?r�Â�sYt§�&��r{}�rO�Yz{|�}�����z{���Á}�rO�O�?z{t����W��z{|¡w=t®�Yw=t��Y�&�x�O}�w=�¡��|xë®�YzOz~��rrO�Oz{�<wyr{z{�Y��|~�����7�Y�{������rO|~w
�_�?z{�O}Y��©(¾Å¸x��Â�|�w=tØ}�rO�~��w=�?z{}Y��w �W�?��r{ ~rOz{|��W¬?��zO�O�Ä~z{�Ou��x�O}�w=�¡��t®�W����|��W�{���Y���{���Y��r � �Y��|�|®r{�?z{�O}�r � ç Î ê ê1_ÓX��W¾ �ì¾�½zOw=|~z{��w���s�rT��r{�WrY���YzO��ë®��z{z¡�����~��r��W�?��¬,�W�?��rO ~rOz{¬(���O�O©��x�O}Ww=�~�W�����~rOw=t§��?�Oª,�Y���Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ(|�s���������������z{|¡w=|,�x�O��|�}Y|��W¬O©(¾�Í��Y�Yz�r{|~zO�À������z{��wyr{z{|¡wyr{z{���Y|�����Y���O�Y���~r{s��Y}Y� � |~�~�®�O�<�����<Â��Y�<r{sY��������}Y�����Oz{�?}Y�?w���r�Â���r��� ~r{�Y�O��r��Y}Y�Y�?tv�?rO|�z��������zO|~w=�O���Y}Y�?�O�¡�W��z�zTr?w�sY|����OzO�O}Y�?|��O}Y|¡wJ�_¢Ç�TÂ�����rOsY�Y|����W©½���?�?�����<Â&���?r{s��Y|¡¨��r® ¡r{z{|¡w±�Y�O������r{|~z�Ä�zO�&������zO|~w=�O¾?q,}Y���~��w=�����W�O�?r?w=���O��}Y|��W���{�WrO��r{|�z?�À���O�Yz{�(sY|����O�z{�?}Yt°w��O�O}Wr{ ��<w7��|~sY|�}��Y}Y��©«zO�À�����W|��W��©«ª(�Y|xz{}Y���?|�}Y�T�Yz{s��?��zOsYtv|½��}Y� � |¡���~r+O
{nt, −∞ < t <∞} −

�<�O���Y�Y|¡��z{�?�( ¡r��Y�?�O����������zO|~w=|®��w=�?w=|~sYz
t ;

{wi, −∞ < i <∞} −
�O}Y|¡wJ�����Y}Y�O�?|��W|~sYsY�?|R��������z{|¡w=| Î �ìz{�?u� ¡r��Y�?�<�?u

;

{ei, −∞ < i <∞} −
�O}Y|¡wJ��w=|�Â��W�Á�Y}Y�Y�?tvz{�Y|¡w Î �ízO�Ou��7¢ Î>� ¼¡¨ì�ì�OuÁ ~r{�Y�O�O�

.D�z{���Y}Y� � |~�~��t �O�Y}Y|��W|��W|�sYt�sWr(s�|����Oz{�?}Y�?w_�Y}Y�?��z{}�rOs���z{�?| Ω
�Á��©«�?�Ou�|�����z{�?�Y��|

ω ∈ Ω
���O�?z{�O|~zO��zO�O��©«z����W|��W��©«ª(�Y|®�x��sY� � �����Á�W�O|x�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO�PO

nt(ω), {wi(ω)}, {ei(ω)} ,�Y}�|�����zTrO�{�Y�Y©½ª,�Y|®���O�O�?u����Os��Y}Y|�zOsYtv|®}Y|~r{���Y ¡r � �Y��z{}Y|��Á���Y�<wJ�YsY��z{t§�Á�?tvÉ,|x�O|��}Y�T�YzOsY�?��z{sYt§�x�Y}Y� � |~�����O�W¾~³x}Y�Y��|~w����W�<�Wr{uYsYtv|9�O|��W�Y�Y�YsYt nt
�
wi
�
ei
�Y}Y�Ys���wyr{©½z����É,¬�sY|~�Oz{}�� � r{zO|���¬?sYtv|� �sWrT�Y|�sY�Y��¾W���<w=|�sYz{t­��}Y���?�¡�@r& ~r��Y�?�O����������z{|¡w=���O�O�O� ~s�rT��r{©½zO�À�

ti
���O��}Y|��W|��Y�Y©«z?�À��}Y|~�Y��}Y}Y|~sYz{sY�

ti+1(ω) = ti(ω) + ei(ω).q,�����Os � r�Ä~z{�O�~��}Wr{ ���|��Wr&w=t����Y�������O�?��z{�?r(�O�~�W|¡w.��}Y|��W���{�WrO��r{z{¬W�<��z{�
t1(ω) ≥ 0, t0(ω) < 0.q��Y�7 ¡rT��rOsY���7�?��sY�O�?sY�O�~����}Y� � |¡���~r��O�<�����<Â��Y�?rOsY�����å����|����{�_r{�?z{�O}Y�?���O�~�W|¡w�������Y�O��¬O ~�O�<r{z{¬(�Ys��W�Y��rOz{�O}Ys��<©L�x��sY� � �Y©

u(x) =

{

1,
���Y�

x ≥ 0;

0,
���Y�

x < 0.

¢ ��¾ ¹�¼T¨
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s

ns

0

A

B

t-1 t0 t1 t2 tm-1 tmw-1

w0

w1

tm

wm-1

wm

e0 e1 e2

α
em-1 em

´Æ���O¾���¾Ï¼bOY³x}Y�Ww=|�}�}Y|~r{���Y ¡r � �Y� ns

¥��?�À��r,���Y����©«�?�Ou�z{�O�Y���
ω
w=�TÂ�sY�& ~rO�Y����rOz{¬

nt =

∞
∑

j=−∞

u(t− tj) · u(tj + wj − t).
¢ �W¾ ¹?¹O¨

D�z{���O ~s�rT��r{|~zT�W�YzO������©½�O�?u$w=�?w=|~sYz��O}Y|¡w=|�sY�
t
�Y &�<��|�� �?�O ¡w=�TÂ&s�t§�� ¡r��Y�?�O���������z{|~w=|®sWr��?�¡�W�YzO�À�����YÉ(¬�z{|®�Y ®sY�Y�@�������Oz{�?}Yt§���?}Y|~wJ���Y}Y���<�¡��r��Ot§����w=|�s�¬OÉ,|¢Ç���W��}�r{�?sY�<¨

t
�����Y}���Ä�z{�<w����?�Oz{�?|�zO��z{�O��©«ª(|�|y�?}Y|~wJ�®�<�?�¡��r§�� ����W��z{|¡w=t4ã½�O�O��¬OÉ(|¢Ç���W��}Wr{�Os��<¨
t
�YzT¾ |?¾Y�Y}Y��s�rT���W|�Â�rOª,�Y|®w=sY�TÂ�|~��z{�O�

{t ≥ tj} ∩ {t ≤ tj + wj}
¾

q(r���|~|�s�rOw zTrO��Â(|����Oz{}Y|~�O�?|�zO�À���x��sY� � ��� v(x) �9�Y�{�Y�Y©½ª(r����À���YsYz{|~��}�r{���?w#�Oz�Ys��W����rOz{�O}Wr
u(x)

��r���w=|~sYsY�

v(x) =

{

x,
�W�Y�

x > 0;

0,
�W�Y�

x ≤ 0.

¢p��¾ ¹,�?¨
q��Y� sY|����?z{�O}Y�?�����x�Y�����Y}Y�O�<r{sYs��O���

ω
s�r�´Æ���{¾ ��¾Ï¼,�� ��O�?}�r�Â�|�s�r���r?��z{¬Á}Y|~r{����� ~r � �Y�,��}Y� � |¡���~r nt(ω)

�½�?���W|§��}WrO�x�Y��r«�x��sY� � �Y� ns
�Oz
s
¾¡q��Y�,���OsY��}Y|�z{s��?��zO�(s�r}Y�����<s��<|�����rT�Y|¡��z{�?|,����� � �������YsYtÃ�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y���Y}Y�YsY�YzTrÁ����� � �������Ys�r�ïÅðéï=ñ¢ÇzT¾ |O¾W���Y�Yz�r{|~zO�À���Y�YzO�����Otvz{�Y|® ¡r��Y�?�O���Y ,���W��z{|¡w=t
��}Y�O���À�<�¡�W�Yz���z{�?w�Â�|®�Y�O}<�������|O�<�Yz{���������Y}Y���Otvz{�Y|T¨�¾�È.��r��W¬OsY|~uYÉ,|¡w4Â(|R�Y ����TÂ�|�sY�������Y}Y���W�O��rO ~r{zO|���¬<��z{�?|}Y|� ~�¡��¬�z�r{z�r��<�?sY�Y}Y|~z{sYtvu�z{�����W��� � �Y�����Ys�t­�O�?�����<Â��Y�?rOsY���Á�?�O�?�Oª,|RsY�Y���?��w.�?�{�}�r{ ~�?w.�����Y�O��¬O ~�O�<r{z{¬<�À��sY|x�O�~�W|�zT¾

q(r{sYsYtvu�}�������sY�?���~�W�?�O|~s����Y���Y�Os���wyr{sY�Y�&��sYz{|��~}Y�Y}Y�?�?rOsY�����x�<s�� � �Y� ¢p��¾ ¹O¹O¨
∫ tm

0

ns ds =

m
∑

j=1

wj +
∑

j≤0

v(wj + tj) −
∑

j≤m

v(wj + tj − tm).
¢p��¾ ¹Z�<¨
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³R���?ª(rT��¬«�Y�¡�&�Y}Y�Y�?�Ou

ns
�����¡�����Y��zTrOsYs�r{�,�Oz

0
���

tm
���O��r{ ¡r��Wr?��¬°}Wr{�Os��Ou,����wJ�w=|®�?}Y|~w=|~s���}Y|��?tv�?r{s����Á��������z{|¡w=|� ~r{�Y�O�?�����Y}Y�YÉ(|��WÉ(�����?sY��z{}Y��Ä�zO�O�����?z{}Y|~ ���r�Ys�z{|��~}Y�Y}Y�?�?r{s�����¢£z{�.|¡��z{¬.�O�����?z{¬±�W��w=�?w=|�s�zTr

tm
�O�Y��©«�Y��z{|���¬?sY�<¨�� ���Y|�zO�?w�W�?�<�R�Y�?�Y}�rO�O�O�®sWr°|��~�°���Os � r��·¾ZD�zO�,�Y�?�Y}�r{�?�Y���~�<�?z{�O}�tv|����?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½z°�Y�?����|��W�sY�Ww1�W�?��w�����wywyr?w����Y}Wr{�O�?u���r?��z{�1¢p��¾ ¹Z�<¨��·}�r{�?sYt#���O�?z{�O|~zO��z{�?|�sYs��Á���W�Oª(r�����w ¡r{É,zO}Y���?�?�?rOsYsYt§��s�r�}Y�����<s��<|��x������}

A
�
B
¾q��Y���Y}Y�O�?|��W|~sY�����?��}�|��WsY|~sY����s�rOw.�Y�OzO}Y|��?�<©½zO�À������|��W��©«ª,��|R�?|������Y�YsYt

Lm(ω) =
1

tm

∫ tm

0

ns(ω) ds ,

Wm(ω) =
1

m

m
∑

j=1

wj(ω) ,

Tm(ω) =
1

m

m−1
∑

j=0

ej(ω)
(

=
tm + α

m

)

.
¢ ��¾ ¹��?¨

¸®r{}<���W�Á�½s���w=��}�rO�~��w=�OzO}Y��w�zTrO��Â(|®�������Y}Y|���|���t

L(ω) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

ns(ω) ds ,

W (ω) = lim
m→∞

1

m

m
∑

j=1

wj(ω) ,

T (ω) = lim
m→∞

1

m

m−1
∑

j=0

ej(ω).
¢p��¾ ¹,�<¨

ÃU�+����'�S
¬£ùu¬�ïJ¯²¾u¶fÑ�®[Éå½lÎ�¹?¶+ÏÀ·,µu³[Å$¸l¯°¯Ä³ZÐ
nt
Ë
wi
¶
ei
Ö*Ð°¾	Ö*¸Ä´%¯èÖ�¯Ä´�µu³Zàá³¡¯Ä´%®ZÕÅ$¶�³[Ã$®Èµ*Ã�Îe±~¶U¶+±�¸l¸Ä´AÑ�³0Ãu¸ÄÌ	Ã$³[¸Ò¯Óµ*¸l½0Ã$¸°¸ßÏZÃu®ZÌ�¸ÄÃ$¶$¸ãË
®�·Zµ*³[Å$¸°¯l¯

ei
ËªÑÀ´2³È±�»¡Éå¸ãË±Ò¸Ä´�µu¶�Ì�¸l¯ÄÑ�¶�´�µ�®ZÃ+Ï,¶�´2¶$Ð,¸°Ã"¶f¸°àá³�¯ëµ*¸°½0Ãu¸°¸�Ï,Ã$®ZÌ�¸°Ã�¶u¸

T ≡ 1/λ > 0
Ë�´2³"ìë¯�Ð,¸Óµ*³[ÕÖu´2Ã�³Z¯Ä´2¿�¼ ïáíÒ·,µ*¸°½[¸²¾uÎWì�ûuÆ�ö�XÈí%¯Ä»�ç2¸l¯Ä´%ÐZ»�¼�´<Ë*Ö*Ð°¾	Öu¼�´%¯èÖ�Ñ�³[Ã$¸ÄÌ	Ã$Îe±M¶_¶�»�½0³[Ðl¾*¸ÄÕ´%ÐZ³èµ	Öu¼�´ ¯Ä³[³[´<Ã$³0º%¸ÄÃ$¶�¼

W (ω) = T (ω) · L(ω).
¢ �W¾ ¹�6{¨

 �¡G¢o£G¤`£L¥P¦½§�¨-©K¥Pª�¡S«Í���ª,|¡��z{�?�O�?rOsY�Y|��±�<�?sY|���sY�?��z{¬Á��}Y|��W|����O�7¢p��¾ ¹,�?¨½sY|~�Y�?��}Y|��@��z{�?|�sYsY������|��W��©½z�Y UÄ�}����¡�W�Y��|~�������®z{|��?}Y|~w��W�Y�(��zO}Y�O�~�R��zTr � �Y�?s�r{}Ys�t§�R�Y}�� � |¡�����?�(¢²��w§¾Ï�¡sWr{�Y}Y�Ww=|�}��� � �½�<� �W¾ ç9¾ �Ç¨�¾1xz{�?�Ot4�Y�¡�������Yz�r{z{¬°��}Y|��W|���t7�,¢p��¾ ¹��O¨��� ~r?w=|�z{�Ww���s�rT��r{�WrY���Yz{�
m→ ∞

�{�W|��Y|~z ¡r����O�?�Ou��
tm → ∞

�W�x�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©Ã¼O¾�q,|�u���z{�O�YzO|���¬?sY���Y�<����|�����zO�O�Y|����Y}�r{�?|���������O�?��z{�4Ä�}Y�~�¡�W�Y�Y|¡�����Ou4z{|��?}Y|~w=t®�å�Y}Y|����Y�{���TÂ�|�sY�Y�$� w=|�zO}Y�Y�Y|¡�����Ou±z{}�rOsY ���z{�Y�{�sY�<��z{�4��������rOuYsY�?�����Y}Y� � |~���~r ei
�$zO�O���W�@�Yz{����}Y|��WsY|~|� ~s�rT�Y|~sY�Y|�Ä�z{�?�����Y}Y� � |~���~r�?z~�W�Y�YsY�&�Oz&sY�¡�Y������w=|�|¡w�O

1

Tm(ω)
→

1

T (ω)
=

1

T
< ∞,

�x�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬?©#¼
.

¢p��¾ ¹,4<¨
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¶�z{�O�À�@r��R�����Y�{�W¬O ��?�?rOsY�Y|~w�¢ ��¾ ¹��?¨��Y�{������rO|~w

1

Tm(ω)
=

m

tm + α
→ lim

m

tm
,
�x�O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬O©f¼

.
¢p��¾ ¹,/?¨

¦x �¢ ��¾ ¹,4<¨��±¢p��¾ ¹,/<¨9����|��W�?|�zT�Y�YzO�
lim

m

tm
< ∞,

�x�O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬O©Ã¼
.

¸x�,Ä~z{�&���O ~s�rT��rO|�zT���Yz{�&��rOw.�®r{�Yz
m→ ∞

�{��|~�Y|�z( ~r����?�O�OuÁ�½s�|��O�T�<�¡�W��w=�<��z{¬?©�
tm → ∞,

�½�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©Ã¼O¾
¦®���Y�O��¬O ~�{���O�O�? �s�rT��|�sY���7¢ �W¾ ¹��O¨����  ¡rOw=|�sY���� ¡r{z{|¡w1���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©«ª(�Yu��YsYzO|����}�r{��}�|� ��¡��¬�z�rOz{�?w |����±�?tv�Y�����W|�sY���[�Y 7¢ �W¾ ¹,�<¨��y}�rO�~��w=�OzO}Y��wf����|��W��©«ª,��© }�rO ��sY�?��z{¬
Wm − Tm · Lm

=
1

m

m
∑

j=1

wj −
( tm + α

m

)

· Lm

=
1

m

m
∑

j=1

wj −
1

m

(

1 +
α

tm

)

∫ tm

0

ns ds

=
1

m

m
∑

j=1

wj −
1

m

(

m
∑

j=1

wj +
∑

j≤0

v(wj + tj) −
∑

j≤m

v(wj + tj − tm)
)

−
α

m
Lm

=
1

m

∑

j≤m

v(wj + tj − tm) −
1

m

∑

j≤0

v(wj + tj) −
αLm

m
.

³x�?���<�O��¬O�������Y}Y|��W�Y�O���TÂ(|~sY�����(ë®|¡wyw=t[�Y|�}Y���¡�Wt[ ~r{sY�Yz{�?��z{�����Y}Y�<��z{�T�&�Y}Y��}�r���O�?z{|9���W��z{|¡w=t_�Y|�}�|��W��©«z?�À���¡zO�«�«����wyw=|?����z{�T�Yª(|�u®�½��|�}Y|��W�YsY|��Y�?����|���sY|�u,��z{}Y�?�Y������¡�W|~}<Â&��zO�À�Á�W�YÉ,¬����Os�|��YsY�?|x�Y�����W������|~sY�O� ¢²w=�?w=|�s�z{t��Y}Y���<�¡��r&���O�?z{�O|~zO��zO�O��©°�ª,���( ~r��Y�?�O��sWr��?�¡�W�YzO�À�®��|��?|�|§z{�?�Y�Y��s�rT��r���r«�Ys�z{|�}Y�<r��Wr½�?��}Y|���sY|�sY�Y�W¨å��Ä�z�rR����wJ�wyr,s�|R ¡r{�?�����Yz(�Oz(�O|��W�Y�Y�YsYt
m
��r(�Y�������Yz{|���¬&�Y�?����|��Ws�|���������|~s�r(�O��}Wr{sY�Y��|�s���z{�w=t�w=�TÂ�|~w  ¡r{���W©«�Y�YzO¬��{�YzO�R�?�?r½�Y�?����|���sY���,���W|�s�rx�U�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬?©
¼§��zO}Y|~wJ�YzO�À���sY�¡��©­�Y}Y�

m→ ∞
��r�z{�O�À�@r��R�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬O©Ã¼

W (ω) − T (ω) · L(ω) = lim
m→∞

1

m

∑

j≤m

v(wj + tj − tm) ≥ 0 .
¢ �W¾ �?º?¨

Ì9�����$z{|���|�}Y¬Á}�rO�~��w=�OzO}Y|�z{¬Á�YsYz{|~}Y�?r{�
(t−m, 0)

���O�Y}Y|��W|��W�Yz{¬Á��}Y|���sY�Y|
L−m

�
W−m

�
T−m

���O�?|�}YÉ(|�sYs���r{s�r{���O�~�Y�YsY�&z{�<w=�O����rO��w=t�Ä~z{���Y}Y�¡��|��Wr{�����OtvÉ,|?�Yz{�|~��z{¬&�O�Y}Y|��W|��W�Yz{¬���s�r{�Y}���w=|�}��

L−m =
1

(−t−m)

∫ 0

t−m

ns(ω) ds ,
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z{�®�<����|�����zO�O�Y|°����wyw=|�z{}��Y��Ä�}����¡�W�Y��|~�������(z{|~�O}Y|¡w��?z{sY�<���Yz{|���¬Os��®�O}Y|¡w=|�sY���?w=�TÂ��sY�&�Y�O�����Y�Yz{¬

W (ω)−T (ω)·L(ω) = − lim
m→∞

1

m

∑

j≤−m

v(wj +tj−t−m) ≤ 0
�x�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©f¼

.

¶
Ä�zO���?w=|~��z{|��&¢ �W¾ �?º?¨��O ~s�rT��r{|~z,sY���YzO���YsY�O|x��r{�
W (ω) = T (ω) · L(ω) ,

�x�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬O©Ã¼
,

�YzO����z{}�|��O�?�?r{���?��¬,�?��z�r{sY�?�O�Yz{¬W¾�¥�|~w[�~rOw=t°w§�Yë®|¡wywyr����O��r{ ¡r{s�r(�Y�{�WsY�?��z{¬O©(¾
¿®r{�®�<Â�|ÆsY|��¡��sY�O�Y}Wr{z{sY�v����r{ ~tv�?r{���?��¬U�?tvÉ,|?���Y 9�<�����?�O���®w=|�zO}Y�Y�Y|¡�����Ou�zO}�r{s�� ~�Yz{�Y�?sY�?��z{���Y}Y� � |~�~��r ei

����|��W�O|~zT�¡��z{�
T (ω) = T

�¡���Y�?Ä�z{�<w=�®�<zO�O|�}<Â��W|~sY�Y|½¢p��¾ ¹�6O¨ë®|¡wyw=tC��¾Ï¼x�Y|�}�|��?�¡���Yz�rO�Oz{�<wyr{z{���Y|~���Y�Á�
W (ω) = T · L(ω) ,

�½�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©Ã¼
.

¢p��¾ �Y¼¡¨

q��Y�
�W�?��rO ~rOz{|���¬<��z{�<r[�x�O}�w=�¡��töë®�YzOz~��r1s�rOw �<��z�r��W�?��¬[�?�O�O ~s�rT�Y�YzO¬
L =

E{n0}
�
W = E{w0}

������r{ ¡r{z{¬W�W��z{���Y (Ä~}Y���¡���Y�Y|~���Y��� z{|~�O}Y|¡w�z�r{�YÂ(|&����|��W�O|~z¡��YzO�x���Y���Y�?�Yz{���<��|��
ω
�Y}Y|��W|��WtL¢ ��¾ ¹,�<¨J�Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y©«z(���O�?�Ou&�?�����O�?sYtv|°wyr{zO|~wyr��z{���Y|~���Y�Y|®�TÂ�����rOsY������s�rO�Y}Y��w=|~}

L(ω) = E{n0|Fa}, W (ω) = E{w0|Fb},

�À�W|
Fa
�

Fb
�§�O�O}�|���|~�?�����Y|,�Y�O�Y���Ys��?r{}���r{sYzOsYt§���Y�¡��w=sY�TÂ�|~��zO�Á���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©«�ª(�����Y}Y� � |~�~���?��¾ÊÆ��}�|��WsY|~sY�Y|&}�rO�O|�sW��z{�<r�¢ �W¾ ��¼¡¨°�Y�Á�<��|¡w=���Y}Y�?��z{}�rOs���z{�?�

Ω
��rO|�z$¢£�Y���O�Y}�|��W|����|~sY�Y©Ø�<�����?�OsYt§���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{|�uW¨x�x�?}�w=�¡����ë®��z{z¡�Wr���|�|��?�<�?sY��rOz{|���¬?sY�?w��O����|¢p��¾ ¹{º?¨�¾

pÀ�gf �h×J�½Ô�8 ��Ò�2�Ô,Õ®Ó�Ô3m�l���Û�ÒUÒ�Ô�Ó�Ô�Õ,Ò9à�Ôki�Ôól�ÔM�RÔ®à�Û
³x}Y�����~����|��W�O�<r{sY�Y���{�<�¡���Yª,�Y���Y�Oz{�?���O�&������z{|~w�wyrO�~���O�?�O�~�(�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�Ys�rOw=�s�r?w=�±�Ot§�����Å����rO��z{sY�<��z{�4�����4�Y�<rO�~���Os��O�?�����O���Á�Y�OzO�O��rY�@���O��r{ ¡r{sYtf����|��W��©«ª,��|�®rO�Yz{t�O

(1)
�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬ z{�O�~���Å�Yz{� }Y�?�OsY�

k
 ~r��Y�?�O�±�Y�<��z{���Y�Yz�s�r��O}�|~w=|�s�sY�?w
�OzO}Y|� ~�<|

[0, x]
��}Wr{�OsWr (λx)k

k! e−λx, k>0
ä

(2)
�Y}Y���<�����?�O�Y�����YzO��}Y�O�?sY�

k, k>1
 ¡r��Y�?�O�����?��zO�<�Wr{|�z�s�r&�?}Y|~w=|~sYsY�?w.�Oz{}�|� ���|

[0, x],
���O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,�Y|��O}�|~w=|�sWr��Y}����?�¡��r� ~r{�Y�O�O��w=�O����z4�Otvz{¬4}�r?����w=�?z{}Y|~sYt
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��r{�±���Y�O}<���W�?�Y|�sYsWr��±�Otv�O�?}Y��r��Y 

k
sY|~ ~r{�?�����Ww=t§�4�{¾ ��¾Ï�å}Wr{�Os��?w=|�}�sY��}�rO���Y}Y|��W|����|�s�sYt§�Ás�r

[0, x]
¾

È�sY|~���Oz{�?}Yt§�R��������r����·�����O�À�@r���}Y���?�¡�W�Yª,�Y|y�«������zO|~w=�R ~r��Y�?�Y�x�O�<�����<Â��Y�?rO©«z���À��s�|� ~rO�O������w=�(�W}Y�����?z,��}Y����rY�Y����r{ ¡r{sYsYtv|x�?tvÉ,|����?�Ou���z{�?r��Y�? ��?�{�Y�Y©½z(Ä¡�®�x|����z{�Y�?sY�&�Y�{������rOz{¬�sY|��?�T�?�¡�W��w=tv|&¯�� ���?�?r{��¬OsYtv|�¯ ��r{}�rO�Yz{|�}�����z{���Y��������z{|~w��R�O�Y|~}Y|���W¬O©(�?sWrT�Y�Ys�r{��}�rO�~��w=�OzO}Y|�sY��|½�°|��W�YsY���YsY�OuÁ ~r{�Y�O�Y���?�����Y�YzOtv�?r������O�?u���z{�<r
(1)
�

(2)
¾·¥årO�<�?u�w=|�zO�¡�$��������|����O�?rOsY��� ���W��z{|¡w1s�r{ ~tv�?rO©«z ±�¸°´<³Z½0³È±õ»�¯²¾u³[Ð,Ã�³Zàá³À·$»�®,¯°Õ¯Ä³[Ã�³ZÐ,¯°Ñ�³Zàá³%·�³[´2³0Ñ�® ¾Y´yrO�~��w=�?z{}Y��w.Ä�z{�?z&w=|~z{�¡��s�r,��}Y��w=|�}�|®��������|��W�?�?rOsY�����Y}Y|������z�r � �Y�Os�rO}YsY�?��������zTr � �Y�?s�r{}Ys��O�����Y�?�O|���|�sY����������z{|~w=t Mλ|GI |∞

¾

=)������� ef��
�9
��	���	'�0	��
��	Mb���
��0��%(h&
��
 �z{�
�&�/	�34����o��?�!�(%&"���
��)�

���	�34	

Mλ|GI|∞¦xz�r{���� ~r{�Y�O�Y���@�Y�<��z{����rO©«ª(�Y|,s�rÁ�{�<�¡�$������z{|~w=t®�·�?�O}�rO ���©«z��Y�?r?�����?sY�O�<���Y��u��Y�{�z{�O� ���YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{¬O©
λ
¾·Í�����z{|¡wyr����¡��|�}<Â��Yz��O|¡�����OsY|~�YsY�?|R�����������?�?�����<Â&���?r��©«ª(���7�Y}Y�Y�?�O}Y�?�_¢£��|~}Y�O|~}Y�O��¨��Å�Y}Y�Y�Y|¡w���r�Â���r��7 ¡r��Y�O��r��?�?���W�?Â��Y�<r{|~zO�À�4zO�{��¬?�<�s�r&�¡�WsY�<w.�� �Ä�z{�Y���Y}��Y�O�?}Y�O�W¾$�½�?���W�?Â��Y�<r{sY��|R ¡r��Y�?�Y��s�rT�Y�Ys�rO|�zO�À����}�rO ���Â(|��Y�|�|x�Y�<��z{������|~sY�Y©(�YzT¾ ��¾W�&zTrO���Ou�������z{|~w=|®�<��|��À�@r,s�rOu��W|~zO�À��s�|R ¡r{s��YzOtvu���|�}Y�?|�}�¾q����Yz{|���¬OsY�<��z{¬&�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y����©«�?�Ou� ~r{�Y�O�Y�Ás�r(��©«�?�?w.��|�}Y�?|�}Y|x�Y}�|�����zTrO�{��Y�Y|�z½���O�?�Ou��O¾ �W¾6�~��w=|�©½ª,��©���}Y�O�Y ~�O�O��¬OsY��©.�&¾ }�¾Ï��s�rO�Y}Y��w=|~}��

B(·)
�TsY|� ~rO�O���À�Yª(�<©�Oz½������z{|���¬?sY�?��z{���O�<�����<Â��Y�<r{sY���,�W}Y�����Y�( ~r{�Y�O�?�(�Y v�Y���Y�?z{�O��r�¾{³x�OÄ�zO�?w=����w=|~|�z��w=t°������}Y��w=|�s��Yz{¬�w=|�zO�¡���<�����?�OsY�?���(�Y�?r?�����?sY�O�<�����O�~���Y�?z{�O��rY¾�½�O�O ~s�rT�Y��wÃ���������� ~r{�Y�O�?���9s�r{�?�¡���Yª(���<�À�1s�r��O�<�����<Â��Y�<r{sY�Y�1�[���W��z{|¡w=|4�sY|����?z{�O}Ytvu�w=�<w=|�sYz.�O}Y|¡w=|�sY�

t
�R¢Ç�Y�W������ ~r{sY�Yz{t§�[��|�}Y�?|�}Y�?�<¨��Y|~}Y|� 

Q(t)
¾�³x}Y�Ä�z{�<w.�?�~�W|~w.�Y}Y|����Y�{�WrO��r{z{¬W���Yz{�

Q(0) = 0 .
¢ �W¾ �<¹O¨

iU����|~w�������r{zO¬�}WrO����}Y|��W|���|�s��Y|®�{¾ ��¾
Q(t), t > 0

�Yr���w=|~sYsY�
qj(t) = P

(

Q(t) = j
)

, j>0 .
¢ �W¾ ���?¨

³x�?��z{¬
ν(t)

ã��Y�����W�� ¡r��Y�?�O���<�Y�?��z{���Y�Y�?É,������������z{|¡w=�� ~r��Y|~}Y�Y�¡���O}Y|¡w=|�sY�
[0, t].³x�?���<�O��¬O�����O�?�¡�Ws��Ou����Oz{�?�Á�Y�<rO�~���Os��O�?���Y�Yu�����w=|~|~w

P(ν(t) = k) =
(λt)k

k!
e−λt .

¢p��¾ �,�<¨
Ê«�Y��z{tv�?r{�Á���?�Ou���z{�O�

(2)
�Y��sWrT��r��Wr,s�r{u��W|~w7�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬

℘
z{�?���W�<��z{�&sY|����OzO�O}�r{��Oz~�W|���¬OsY�±�? ��Yz�r��� ~r��Y�?��rY�y�Y�<��z{���Y�Y�?É(r{���_���W��z{|¡w=���7w=�?w=|~sYz

u (06u6t)
�9sY| ~rO�<�?sY�Y�Yz4�Y}Y� � |~�~���?�?�����<Â&���?r{s����.�[w=�?w=|�s�z{� t ¾Jq��Y��Ä�z{�?���±�Y}Y�Ww=|�sY��w#�YsYzO|����}�r{��¬Os�tvu�rOs�r����?�R�x�?}�w=�¡��t
�Y�{��s��Ou��O|�}��T�Yz{sY�?��z{��¾¦xzTrO���°|��W�YsY�Y��s�r��­ ~r{�Y�O��r��Y�?��z{����r{|~z[��������z{|~w=�
�1�Y}Y�<w=|�Â���z{��|_�O}Y|¡w=|�sY�

[u, u + du], u < t
���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©

du/t
¢Ç��r{� }�r{�?sY�?w=|~}YsY�_}WrO����}Y|��W|���|�s�s�r��s�r

[0, t]
���W�<�Wr{uYs�r{� �O|����Y�Y�YsWr?¨§�$ ~r��<��z�r{�?É,|�|¡�À�±¢ �W�Áw=�<w=|�sYz�r

t
¨v�O}�|~wJ�

(t − u)
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|lj®�O�?�����<Â��Y�?rOsY�Y|xsY|��?����|�z� ~rO�O|~}YÉ,|~sY���x�O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬O©

[1 − B(t− u)]
¾·Í9��|����{��<r{z{|���¬OsY�W�

℘ =

∫ t

0

[1 −B(t− u)]
du

t
=

1

t

∫ t

0

[1 −B(v)] dv ,
¢ �W¾ ���O¨

�À�W|R�Y�<����|��WsY|�|x}�rO�O|~s���z{�?�(�?t§�����Y�{�����Y|~sY���Y}Y�� ~r?w=|�sY|x�Y|~}Y|~w=|~sYsY�Ou��YsYzO|���}��Y}Y�{��<r{sY���
u
s�r

v = t− u
¾q(r��W|�|���}Y|��W���{���TÂ���w§�=�Yz{�4�Y 

k
 ¡r��Y�O�?���å���?��zO�<���Y�OÉ(���7�4������z{|¡w=�7s�r$�O}Y|��w=|~sYsY�?w���sYz{|�}��?r��W|

[0, t]
�Å}��O�Os��

j
É(z{��� ¢

j6k
¨��?�°j�|�ª<j�s�r{�?�¡���YzO�À�7��������zO|~w=|�?�����OzO¬®�W��w=�?w=|~sYz�r

t
�Yr(�?��z�r���¬?sYtv|

(k− j)
É(z{���Á�<Â�|½�Y�?�Y�YsY�¡����|°jR�Y�&�O���?sY��r��sY�����?�?�����<Â&���?r{s�����¾�¥��O�À�@r(�<�����?�Os�r{���O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬&z�r{���?���&���O�?tvz{�������?�Y|��?���WsY�W��?����|�z�}�r{�?s�r

P(Q(t) = j | ν(t) = k) = Cj
k ℘

j (1 − ℘)k−j , k>j .
¢p��¾ ���<¨

�½�Y|~�O����sY�(z�rO��Â(|?���Yz{�
P(Q(t) = j | ν(t) = k) = 0 ,

�Y}Y�
k < j ,

¢p��¾ ��6{¨
z�r{����rO� ���O� ��rO��s�� ¢ ��¾ �?¹?¨§���{�����Y|~��z{�O�� ¡r��Y�O�?�����<�Äj�|~ªÒj�sWr��?�¡�W�Yª,�����À�Ás�r��?�?�����<�Â��Y�<r{sY�Y�®�½w=�?w=|�s�z

t
�~s�|9w=�TÂ(|~zv�Y}Y|��?tvÉ(rOz{¬°�O�?ª,|~|y�Y�����W�° ~r{�Y�O�O�å���Y�<��z{���Y�Y�?É,��������W��z{|¡w=���O�Y���Oz{¬(�W�&Ä~z{�O�~�&w=�<w=|�sYz�r�¾

Í��<��|�z{�<w.�<��|��~�(�?tvÉ,|¡����r{ ¡r{sYsY�?���x�W�Y���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{�
qj(t)

�Y�O�����Y��w

qj(t) =

∞
∑

k=0

P
(

Q(t) = j, ν(t) = k
)

=

∞
∑

k=j

P(Q(t) = j | ν(t) = k) P(ν(t) = k)

=

∞
∑

k=j

Cj
k ℘

j (1 − ℘)k−j (λt)k

k!
e−λt

=
(λt℘)j

j!
e−λt

∞
∑

k=j

(λt(1 − ℘))k−j

(k − j)!

=
(λt℘)j

j!
e−λt eλt(1−℘) =

(Λ(t))j

j!
e−Λ(t) ,

¢ ��¾ ��4<¨
�À�W|

Λ(t) = λt℘ = λ

∫ t

0

(1 −B(u)) du .
¢ �W¾ ��/?¨

ÈU���W�Ww§�W�YzO������� ��r{Â��W�O�~�
t
}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|��{¾ ��¾

Q(t), t > 0
�Y�{���Y|�zO�À� �Y�<rO�~���{�sY�?�?���Y��w.�R��rO}�rOw=|~z{}Y�<w

Λ(t)
¾

¦®������|����O|~w.�Y�{�W�<��|�sYsYtvu�}Y|~ ��¡��¬�z�r{zT¾
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Ì9���W���Á}�rO���Y}Y|��W|���|~sY���

B(·)
����ª(|~��zO�O�O|~z,�Y|~}Y�Otvu�w=�<w=|�sYz

b1 =

∫ ∞

0

u dB(u) =

∫ ∞

0

(1 −B(u)) du ,
¢ ��¾ �?º<¨

z{�.��}Y�
t → ∞

�� �¢ �W¾ ��/?¨&���{�����Y��w
Λ(t) → Λ = λb1

�Uz{�.|¡��z{¬��Y}Y|��W|���¬?sY�O|}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|R�{¾ ��¾
Q(∞)

z{�TÂ�|°�O��r{ ~tv�?rO|�zO�À�&�Y�?r?�����OsY�?�?������w$�«��r{}WrOw=|�zO}Y�?w
Λ.�°�Ws�r{���W�å|~�����

b1 = ∞
�Jz{��� z�rO�<�<w���������rO|&���Y�_��r�Â��W�?���

j
�Y�O�����Y��w§�J�Yz{��Y}Y�

t→ ∞
�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{�

qj(t) → 0
¾�¶�Ä~z{�&�O ~s�rT��r{|~zT���Yz{�(���Y����©«�?�O�~�

N > 0

lim
t→∞

P
(

Q(t)>N
)

= 1 .
¢ �W¾ �W¼¡¨

³x�?����|��Ws�|�|R�O �sWrT��r{|~z¡���YzO���&����r{ ¡r{sYsYt§���<�����?�O���������{�W�Y�Y|~��z{�O�� ~r{�Y�O�?���� ~r{s���wyr��©«ª(����������zO|~w=���O�?�����<Â��Y�?rOsY�����Y�?����|�z���zO}Y|~w=�Yz?�À� ���O|~�����OsY|~�YsY�?��z{���Ys�|,��w=�?z{}<�s�r�z{������z{�&��Ä~z{�Ou����W��z{|¡w=|®��w=|�|~zO�À�Á�?|~�����?sY|��Ys��O|«���������&�?�O}�rO�?r{zOtv�?r{©½ª,������|�}���O|~}Y�O�W¾

=)�����*+ �����8%'�7�
%(i$9�%(��%("$
���
���	�34�
Mλ|GI|∞¦®���Y�O��¬O ~�{��}�rO�~���<Â��W|�s������½rOs�r����?���Y��sYtv|7�������{��¬? ��O�<r{�?É,��wy�À�
���Y}Y|��WtU�W��ª,|¡w}�r{ ��W|��W|O�å}WrO���~w=�Oz{}���w�z{|���|�}Y¬$�Ot§�?�¡��sY�Ou4�Y�OzO�O�_�Y �Ä�z{�?u.������z{|~w=tØ�?�?�����<Â&���?r��sY����¾�½�O�O ~s�rT�Y��w��Y|�}�|� 

k(t, t + x)
ã����{�����Y|~��z{�O�� ~r{�Y�O�?���·�Y�O������r{©½ª,���±������z{|~w=�¢Ç�Y���O���?sY��r{s��Y���?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�W¨v��z{|��Y|~sY�Y|��?}Y|~w=|~sYsY�O�~���Ys�z{|�}Y�<r��Wr

[t, t + x]
�·�s�r{u��W|~w�}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|xÄ�zO�Ou���������rOuYsY�?uÁ�?|����Y���YsYt

rj(t, t+ x) = P
(

k(t, t+ x) = j
)

, j>0 .
¢ �W¾ ��¹O¨

�½�Y|��?���WsY�W���Yz{���W�Y�7��r{Â��W�Ou±�Oz~�W|���¬Os����O ��YzO�Ou± ~r{�Y�O�Y���å�Y�O�Y����r{©½ª,|�u7������z{|¡w=��Y�?����|��?�<�?sY��rOsY�����O�<�����<Â��Y�?rOsY����s�r��Ys�z{|�}Y�<r���|
[t, t + x]

���{�YÂ�sYtL�,sY|��?�T�?�¡�W���w=�?��z{¬O©]�?tv�Y�{�Ws��Yz{¬?�À�7���W|��W��©«ª(�Y|��<�����?�O���POÅw=�?w=|�s�z
u
|~|��Y}Y���<�¡��r���������z{|¡w=�w=�TÂ(|~z��?tvz{¬&��©½�Ot°w��Y ��YsYzO|�}Y�<r��Wr

06u < t+ x
�Wr(���W�Yz{|��W¬OsY�<��z{¬�|~|®�O�?�����<Â�����?rOsY���

s
�~�W�?�{��|~z{�O�?}?�YzO¬��<�����?�O�Y©

(t− u)+6 s 6(t + x− u)
���À��|®�����Y�O��¬O ~�O�<r{sY��O�Eÿ·�Y�{��|~sY�O|½�O�&�O�?|��W|~sY�Y���O�?�O �sWrT�Y|�sY��|

(t− u)+ = max(0, t− u)
¾Í9��|����O�?rOz{|��W¬OsY�W�O�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬

d
z{�O�~���<�Yz{�&�¡�W�Ys��O�Ys�r{�� ~r{�Y�O��r®�Y�?�Y�YsY|~z�������z{|¡w=��&�Y}Y�?w=|�Â��<zO�<|®�?}Y|~w=|~sY�

[t, t+ x]
�x���Y|~z{�?w����?�Ou���z{�

(1)
�

(2)
�?����|�z&}�r{�?s�r

d =

∫ t+x

0

(

B(t+ x− u) − B(t− u)
) du

t+ x

=
1

t+ x

(

∫ t+x

0

B(t+ x− u) du −

∫ t

0

B(t− u) du
)

=
1

t+ x

(

∫ t+x

0

B(u) du −

∫ t

0

B(u) du
)

=
1

t+ x

∫ t+x

t

B(u) du .
¢ �W¾ ���?¨
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©�HkOäPMR�¦û§JH!T�O��~N�HM � �§�L�P¡HJNJK�OQPMR�¦ 4��
¥År{�Y��w��O�?}�r{ ~�?w§�

P

(

k(t, t+ x) = j
∣

∣ ν(t+ x) = k
)

= Cj
k d

j(1 − d)k−j , k>j .
¢p��¾ ����¨

³x�?�Oz{�?}?���½�Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s����������O�?|�}YÉ(|�sYs��§rOs�r��W�O�����YsYtv|=�Y}Y�¡�W|��Wr{s�sYt°w��?tvÉ,|y�Y}���?tv�O�¡�W|&�x�O}�w=�¡��t ¢p��¾ ��4?¨����Y�O�����Y��w����Y�±�������<w=�O����}WrO����}Y|��W|���|�s����±����|����<©½ª,|~|�?tv}�r�Â�|�sY�Y|
rj(t, t+ x) =

(

Λ(t, t+ x)
)j

j!
e−Λ(t,t+x) ,

¢ ��¾ ���?¨
�À�W|x�?�O�O ~s�rT�Y|~sY�

Λ(t, t+ x) = λ

∫ t+x

t

B(u) du .
¢p��¾ ���?¨

�x��sY�����Yz{����}Y�
t→ ∞

�����Y����©½�O�Ou��Otv�?}�r{s�sY�OuÁ�O|��W�Y�Y�YsYt
x > 0

lim
t→∞

Λ(t, t+ x) = λx ,
¢p��¾ �+6{¨

z�r{����r{�
B(u) → 1

�Y}Y�
u→ ∞

¾
�·r?w=|�z{�Ww§�O�Yz{�,�Y}Y|���|�����¢ �W¾ �	6{¨=���<ª(|~��z{�O�?|�zxsY|� ¡r{�?������w=�x�?z�����ª,|¡��z{�?�O�?rOsY�����Y|�}���?�O�����O�<w=|�sYz�r

b1
���&¾ }�¾

B(·)
¾�½��r{ ~tv�?rO|�zO�À��z�r{��Â�|O�@�Yz{���{¾ ��¾
k(t, t + x)

�4�{¾ ��¾
k(t + x, t + x + y)

�Y}��
t → ∞��z{}Y|~wJ�Yz?�À���?tvz{¬&sY|� ¡r{�O�W����w=t°w=����z{�&|~��zO¬

lim
t→∞

P

(

k(t, t+ x) = j, k(t+ x, t+ x+ y) = l
)

= lim
t→∞

[

P

(

k(t, t+ x) = j
)

P

(

k(t+ x, t+ x+ y) = l
)]

=
(λx)j

j!
e−λx (λy)l

l!
e−λy .

¢ ��¾ ��4<¨
¦ Ä�z{�� ¡r{��r{s��Y�Y�?rO|�z��W�O��rO ~r{zO|���¬<��z{�?�Áz{�?�����®r{��zTr����Yz{���?t§�?�¡�Ws��Ou4�Y�Oz{�?�±zTrO���Ou������z{|¡w=t ��}Y�

t→ ∞
��z{}Y|¡w=�YzO�À�������?rO�~���?sY�O�<�����?w=���Y�OzO�O�Y�?¾

pÀ��p �h×J�½Ô�8 l�Ô�Òä�«á�Ô�×§ÓÁÝÁÞ �½Ô®Ü�×§à�Õ�Ô,Ò�Òä�UÛ�Ó�Ô�Õ�2�×§Ó�Ý�Þ
´yrO�~��w=�?z{}Y��w�|�ª,|§�¡�W��s(w=|�zO�¡���W�����W|��W�?�?r{s����,������z{|~w4���(�����OzO�O}Ytvu(z{�TÂ(|vw=�TÂ(|~z�?tvz{¬��Oz{s�|~��|~s_�7Ä��W|~w=|�s�zTrO}YsYt°w­w=|~z{�¡��rOw�¥§���(¾9Í |��~� �Y�?w=�?ª,¬?©]w=tØs�r{u���|~w��}Y|��Ws��Y|  �sWrT�Y|�sY�Y���W���Yz{|���¬OsY�<��z{���Y|�}Y���¡�W�O�7 ¡r{s��Yz{�<��z{�1���Y}Y�?��z{�T�[����}Y|��WsY|~|�Y�W������ ¡r��Y�?�O���{�?�?�����<Â&���?r{|¡w=t§�( ¡r®�Y|�}��Y�¡�Á ~rOs��Yz{�<��z{���O���Y���?�{��|~|°�����TÂ�sYt§��w=�{��W|���|�u����W��z{|¡w

Mλ|GI |1|∞
�
GI |Mµ|1|∞

¾
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=)�>=)��� y5�����/	���@(��%&
���@�9
	����
%�����o����)�!��%&
�����
���
���	�34�

Mλ|GI|1|∞³x�?��z{¬
{τi, i ≥ 1}

ã��Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬_��|�}Y�Y�¡���O�. ¡r{s��YzO�?��zO�
������z{|¡w=t®�«r
{ϑi, i ≥ 1}

ã��Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬,�Y|~}Y�Y�¡�W�?����}Y�?��z{�T����z�r{���Yz{���Y|~}Y�Y�¡�
ϑ1
����|���W�O|~z( ¡r

τ1
��r

ϑ2
ã� ~r

τ2
��zT¾ �Å¾Ï�Y�?�O}�rO ��{�����?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{¬

{(τi, ϑi), i ≥ 1}
ã�Y�O�?z{�O}<�Y©½ª,�����À�4¯ � �������O�@¯�}�rO�O�OzOt�������z{|~w=t®¾i��~�W|¡wL�Y}�|��W�Y�O�Wr{��rOz{¬��J�Yz{�±�&¾ }�¾y�O}Y|¡w=|�s��O�?�����<Â��Y�?rOsY���7 ~r{�Y�O�O�

B(x)
�����{��{��|~z{�O�?}<�Y|�z&����|��W��©«ª,|¡w=���?�����O�?�Y©

B(0) 6= 1
¢ �W¾ ��/?¨

È �Y}��Oz{�Y�?sY�?w���������r{|?���?��|��O}Y|¡w=|�s�r��?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�4�?t§���±�OtÃsY�¡��|��?t°w=���År �s�rT���YzT�·�4�<��|��Y|�}��Y�¡�Wt  ¡r{s��YzO�?��zO�4�?��r{ ~r{������¬��Ot }�r{�?sYt°w=�$s��~�W©]�&�O|�}��T�Yz{sY�{���z{¬?©­|��W��sY� � r�¾¥år{����r{�Á�{�<�¡���Yª,�Yu��Y�Oz{�?�Á}WrO���~wyr{z{}��Y�?rO|~w=�OuÁ������z{|~w=t�ã����?rO�~���?sY�O�<���Y�Yuå�Oz{���r�Â��Wtvu7�Y|~}Y�Y�¡�.�Y}Y�<��z{�T�
ϑi
�Js�rT�Y��s�r{©½ª,�Yu��À�7��w=�<w=|�sYz�r��?���OsY��rOsY���7���?�Oz{�?|�z����z{�?��©«ª,|~���Á�Y|�}Y���¡��r� ¡r{s��YzO�?��zO���@� �����Yª,�Yu��À� �W��w=�<w=|�sYz�r��Y}Y�Y�?�¡��r���������z{|¡w=��O�Y|~}Y|���sY�Ou_ ¡r��Y�?�Y���å�?z{�Y}Ytv�<r{©½ª,|�u�����|��W��©«ª,��u.�Y|~}Y�Y�¡�� ¡r{s��Yz{�<��z{�å�Å�Y}�|�����zTrO�{��Y�Y|�z����?�O�Ou&sY�Á�Yz{�(�YsY�O|½��r{���<��z�r{z{�?�YsY�?|°�O}Y|¡wJ���TÂ�����r{s������Y}Y���<�¡��r®�?�Y|�}Y|��WsY�?u ~r{�Y�O�Y�&���Y�<rO�~���Os��O�?�����?w ���Oz{�?�<|?¾O³x�OÄ~z{�?w=�?�?rOs�r����?���Y��sY�®z{�?w=�?�?��rO�&w=t1�<Â�|°�Ot§�����s����W��}Wr{sY|~|R���Y���O|��W�Y�Y�YsYt
Ä���� � |~�~��r γt

�Y�?r?�����OsY�?�?�����?�����Y�?z{�O��r�¢£�~w§¾Å¢r�Y¾5�,4?¨ ¨�� ��W|¡��¬&��w=|~|~w
P(ϑi ≤ x) = 1 − exp(−λx)

¢p��¾5�{º<¨
³x}Y�Y�Y|¡w
�O¾ �W¾

ϑi, i ≥ 1
ã�sY|� ¡r{�O�W����w=tÃw=|�Â��W�±���?�O�Ou4�±sY|� ¡r{�O�W�À�YzÁ�?z �{¾ ��¾

τi, i ≥ 1
¾Èf���O�?© �O��|�}Y|��W¬����{¾ ��¾

τi
 ¡r{�?�����Yz��Oz �?}Y|~w=|~s_�Y}Y���<�¡��r��_�?}Y|~w=|~s_�O�<�����<Â�����?rOsY���.�W�YÉ,¬±z{|��� ~r{�Y�O�?���y���Oz{�?}Ytv|��O�?�����<Â��Y�?rO©«zO�À�.�7zO|��Y|~sY�Y|���w=|~sYsY�7Ä�zO�O����Y|�}��Y�¡��r7 ¡r{s��Yz{�<��z{�å�Us��_sY|4 ~r{�?������z_�Oz_�?}Y|~w=|~s��Y}Y�Y�?�¡��r7���Oz7�W���Yz{|���¬OsY�<��z{��O�<�����<Â��Y�?rOsY���.s��1�Y}Y|���tU�W��ª,���·�ÆsY�1���?���W|��W��©«ª(���. ¡r��Y�O�?��¾Æ¥årO�Y��wÃ�?�O}�rO ��?w§��Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬&�{¾ ��¾

{τi, i ≥ 1}
ã�z�r{��Â�|x�Y�{�Y�Y|~zO�À�����?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{¬O©sY|� ¡r{�?������w=t§���¡�W�Ys�rO���O�O��}�r?���Y}Y|��W|��W|�sYsYt§���{¾ ��¾Ï�Y��r{�����?�O}�rO ���©«ª(�Y|®|�|®sY|~ ~rO�O�������w=tv|�w=|�Â��W�7���?�O�?u7�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{�±s�¾ ��¾ }�¾ �O¾ �W¾

{ei}
�
{si}

¢£�YsYz{|~}Y�?r{���O�w=|�Â��W�Á�Y}Y���<�¡��rOw=�� ~r{�Y�O�O�Á���O}Y|¡w=|�s����Á�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�Á���?�Oz{�?|�zO��z{�O|~sYsY�<¨�¾�½�O�O ~s�rT�Y��w.�&¾ }�¾�zTrO���O�����Y|~}Y�Y�¡��r� ~rOs��Yz{�<��z{�
τ

Π(x) = P(τ ≤ x),
¢ ��¾5��¼T¨

���?����|~w7������r{z{¬���r{}WrOw=|�zO}Yt�Ä�zO�O���(}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�����������Y�{��¬? ��O���Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s��Y|ç·�éè<ê~¾
π(s)

�Oz��&¾ }å¾
Π(x)

¢£�~w§¾å¢²¹Y¾ �?º?¨ ¨
π(s) = E{exp(−s τ)}.

¢p��¾5�O¹O¨
³x�?��zO¬

s0
ã��{¾ ��¾Ï��}Wr{�OsWr����O}Y|¡w=|�sY� �?�?�����<Â&���?r{s����Á ¡r��Y�O������s�rT���Ys�r{©½ª,|~u���|��}Y�Y�¡�_ ~rOs��Yz{�<��z{�

τ
¾��x��sY���å�Yz{�

τ ≥ s0
¾J³x}Y�Y�Y|¡w

τ = s0
z{�{��¬?������zO�?w���������rO|O����O�À��r� ¡r�Ä~z{�Á�?}Y|~wJ�$�O�?�����<Â��Y�?rOsY���

s0
��������z{|~w=��sY|��Y}Y��É�����sY���¡��sY�Ou�sY�?�O�?u ~r{�Y�O�Y��¾·Ì������±Â�|� ¡r�Ä�z{���?}Y|~wJ�±�O�<�����<Â��Y�?rOsY���

s0
��������z{|¡w=���Y}��YÉ��Wr�zO�{��¬?�<�



s�� s��À«"O�§JHoU ¤¡HM �§
©�HkOäPMR�¦û§JH!T�O��~N�HM � �§�L�P¡HJNJK�OQPMR�¦ 4��
�¡�WsWr� ~r{�Y�O��rY�Wz{���·�?�Y|��?���WsY�W�

τ = s0 + τ(1)
�·�À��|

τ(1)
ã��Ys�z{|�}Y�<r��4�O}Y|¡w=|�sY���·sWr���Y��s�r{©½ª,�Yu��À�&��w=�?w=|~sYz®s�rT��r{�WrR�O�<�����<Â��Y�?rOsY����Ä�z{�?u�sY�O�?�Ou��Y}Y�Y�?tv�OÉ,|~u& ~r��Y�?�Y��4�Y}Y�¡�W�O�YÂ�rO©«ª(�Yu��À���W��z{�?�����O}�|~w=|�s����·�Y�O��r����W��z{|¡wyrÁs�|��Y|�}Y|~u��W|~z��4�Y|~}Y�Y�¡�W��Y}��?��zO�T��¾å¸x��Ä�z{�?z��Y|�}Y���¡�

τ(1)
�åz�r{�Y�Ww �?�O}�rO ��<w§�·�O�Y}Y|��W|����Y|�zO�À�±z{�O��sY� z�r{�4Â(|��r{��w=t]�O�Y}�|��W|����������OtvÉ,|��{¾ ��¾
τ
¾9Í9��|��W�?�?rOz{|���¬?sY���

τ(1)
��w=|~|�z�zO�7Â(|���rOw=��©�x��sY� � �Y©­}�rO���Y}Y|��W|���|~sY���_¢ �W¾ �Y¼¡¨��Y�Yz{��� τ �����Y�Y}��?w=|�z{�?���W���{¾ ��¾ τ(1)

sY|® ¡r{�?�����Yz�?z
s0
¾¸®rT��r{��¬OsY��©1z{�?�Y�Y�&�O}�|~w=|�s�sY�O�~���YsYz{|~}Y�?r{�Wr

τ(1)
s�r{ ~tv�?r{©½z ´<³[Ì	Ñ�³0¹UÐ,³[¯l¯Ä´%®ZÕÃ$³[Ðl¾*¸ÄÃ�¶+Ö ¾³x}Y|��W�Y�{�W�TÂ&�Ww_z{|~�Y|�}Y¬W���Yz{�& ~r��?}Y|~wJ���O�?�����<Â��Y�?rOsY���

s0
��������zO|~w=����}Y�YÉ��W�

k ≥ 1
 ~r{�Y�O�?��¾+�x��sY�W���Yz{�����&Ä�z{�<w���������r{|®w=t�w=�TÂ(|~w.�Y}Y|�����z�r{�?�Yz{¬

τ = s0 + τ(1) + . . .+ τ(k),
¢ �W¾ ���?¨

�Y}��Y�Y|~w]�?��|4��������rOuYsYtv|±���WrO��r{|¡w=tv|����Y}Wr{�?r_�Y�{�Y�Y©½zO�À��sY|~ ~r{�?�����Ww=t°w=� �{¾ ��¾Ï�§r�<��|
τ(i), 1 ≤ i ≤ k

�J��w=|�©½z�z{�4Â�|Á�&¾ }�¾6�J�Yz{�$�
τ
¾Åq��Y�7�����YÉ(|������Y�OsY�Wwyr{sY���Ä~z{�O�~���®rO�Yz�r� ~rOw=|~z{��w§����z{��|~�����±��zO|��Y|~sY�Y|��<��|��~�Á��|�}Y�Y�¡�@rÁ ¡r{s��YzO�?��zO�

τ
�?t§����?�?���W�?Â�|�sY�

m ≥ k
 ~r��Y�?�O���¡z{�½������z{|���¬?sY�?��z{¬RÄ�z{�?���R�Y|�}Y���¡��r« ¡r{s��YzO�?��zO�(���W��z{|¡w=t}�rO�Os�rR����wyw=|§�O}�|~w=|�s��O�<�����<Â��Y�<r{sY���(�?��|��,Ä�zO���

m
 ~r{�Y�O�?�,�&sY�Y���O�Ww �O�?}�r{ ~�?w�s�| ¡r{�O�W���YzÁ�Oz��W|�u���z{�O��©½ª,|�u4��������z{|~w=|(�W��� � �Y���W�YsYtf�O�?�����<Â��Y�?rOsY���.¢ÇsWr{�Y}Y�Ww=|�}��ïJðéïJñ]������ç�ðéïJñx¨�¾Å¸x��z{�?�À��r���|~������w=�TÂ�sY���Y}Y|�����z�rO�O�Yz{¬$��|��?|�����|��W��©«ª(�Yu_�Y�O�}<���W�?�4�?�?�����<Â&���?r{s����PO��Y� �?���OsY��rOsY�Y�±�Y|~}Y�Y�¡��r��?�?�����<Â&���?r{s����

s0
sWrT�Y�Ys�rO|�zO�À��?�?���W�?Â��Y�<r{sY��|

k−
z{�Ou& ~r{�Y�O�Y��¢ÇzT¾ |O¾?�Y�?����|��Ws�|�u&�Y v�Y}Y��É,|���É,����¨��?�Oz{��}Ytv�?rO©«ª,|~u�Y|~}Y�Y�¡�

τ(k)
�W���OzO�O}Ytvu�����|��W�O|~z� ~r

s0
��sY|® ¡r{�O�W���Yz&�Oz

s0
¾L�·r�Ä�z{�?z��Y|�}��Y�¡� �O}Y|��w=|~sY�(��}Y�?w=|UÄ�z{�?u( ¡r��Y�?�Y�®�W�O�YÂ�sYt_�?�����<zR�OtvzO¬½�?�?���W�?Â�|�sYt7���?��|�s��O�Otv|U ~r{�Y�O�Y�å��Y}��YÉ,|��WÉ,�Y|®�Á������z{|~w=���Y�?����|®�Y}Y�Y�?�¡��r

k−
z{�Ou� ¡r��Y�?�Y�7¢Ç|~������z�r{���O�?tv|x�Y�T�Y�{�Yz���À�W¨�¾E�·r{zO|~w§�OsWr{���OsY| � �{�Y}����?�¡�W��zR�?�Y|�}�|��W¬®s�rx�?�?�����<Â&���?r{s��Y| (k−1)−

�?u� ~r��Y�?�Y���zT¾ |O¾�s�rT�Y�YsWr{|�z?�À�&��|�}Y�Y�¡�
τ(k− 1)

��sY|½ ~rO�O���À�Yª(�Yu��Oz(�O�O|~�����{¾ ��¾
s0
�
τ(k)

�<�����Y���ª(�Yu��À�$�W��w=�?w=|~sYz�r�s�rT��r{�Wr��O�<�����<Â��Y�<r{sY���
(k − 2)−

�Ou7 ~r{�Y�O�Y�±�7z�r{�4�@r���|~|O¾�½���Os���r{z{|���¬Os�����w=t��Y}����?�¡�W�Ww.���Y}Y|�����z�r{�O��|�s��Y©]¢ �W¾ ���?¨�¾¸®rT��r{��¬OsY��©­z{�?�Y�Y����r�Â��W�?����z�r{���?�����YsYzO|�}Y�<r��Wr
τ(k), k>1

s�r{ ~tv�?rO©«z ´2³0Ì	ÕÑ�³0¹?ÐZ³Z¯°¯°´2®ZÃ$³ZÐ°¾*¸ÄÃ$¶�Ö£ìâ�gé���
��`�gë)
a�|�)
����`��
-
 í ���Y�?���<�O��¬O�����?��|®�O¾ �W¾
τ(k), k>1

��w=|~©«zz{��Â(|?���Yz{�����{¾ ��¾
τ
���&¾ }�¾

Π(x)
����z�r{��Â�|®sY|x ~r{�?���À�Yz��Oz

s0
¾

¥årO�Y��w1�?�O}�rO ��<w§��|~����� �Y}�|��W�Y�O���TÂ��Yz{¬W���Yz{�
N(t)−

�Y�������� ~r{�Y�O�?�����Y}����?�¡�����ª(������������z{|~w=�Á�Y ®�Y�<rO�����OsY�?�?���<�?�������Oz{�?��r( ~r��Ys�z{|�}Y�<r����O}�|~w=|�s��
[0, t]

�Yz{�
τ = s0 + τ(1) + . . .+ τ(N(s0)),

¢ ��¾5�Z��¨
�À�W|

N(s0)−
�{¾ ��¾Ï��}�r{�?s�r��Á�Y�����W�� ~r{�Y�O�?�����Y}Y�YÉ(|��WÉ(���Á ¡r

[0, s0]
¾ÌÆª(|�}�rO  s�r{���?w=sY��w§�U�Yz{���?��| Ä�z{�

τ(i), i ≥ 1−
sY|� ¡r{�O�W����w=tv| �W¾ }å¾ �O¾ �W¾9sY| ¡r{�O�W�À�Yª,�Y|R�Oz

s0
¾

³x�?�����{��¬?�Y� �Y������������|~sY�O������}�r{�?�Ou±��rO��z{��¢ �W¾ �,�<¨R��r?w=���Y����|��O|&z�r{�YÂ(|��Y�O��Y�Y|~zO�À� ��������rOuYsY�?u��O|��W�Y�Y�YsY�?u���zO������s�������z{���Y�?��������}Y|���sY|��~�� �s�rT��|�sY����z�r{���O�~��Y|~}Y�Y�¡��r,�Y�{���Y|�zO�À����r���|~����s�|®�Y}Y�?��z{�Ou� ~r���rT�Y|~u�¾
q��Y��}Y|�É(|�sY�Y��Ä~z{�Ou� ~r���rT�Y���O�<���Y�O��¬O ~�O|¡wy�À��w=|�z{�¡�W�<w.��}Y|��?�O}�rO ��O�<r{sY�Y�Áç·�éè<ê~¾³x�¡����z�r{�{������¢ ��¾5�Z��¨���¢p��¾5�O¹?¨����������{��¬? ��{���x�O}�w=�¡�������{��sY�?uÁ�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{�Á��sY|~ ~r{�



4�� I�KML�NkL­s��Äð�K�OQ«UOQP¡§�L�©QPM¢£OC«"Oß§kHoU¡¢ §eOßHk©QRMR÷«ÛH
�O������w=�?��z{¬��{¾ ��¾

τ(i)
�?z

s0
���?z

N(s0)
�Y�Y�{�W�<����w

π(s) = E exp
(

− s
(

s0 + τ(1) + . . .+ τ(N(s0))
)

)

=

∫ ∞

0

E

{

exp
(

− s
(

x+ τ(1) + . . .+ τ(N(x))
)

)∣

∣

∣
s0 = x

}

d B(x)

=

∫ ∞

0

e−sx
∞
∑

k=0

E

{

exp
(

− s
(

τ(1) + . . .

+ τ(k)
)

)∣

∣

∣
s0 = x,N(x) = k

} (λx)k

k!
e−λxd B(x)

=

∫ ∞

0

e−sx
∞
∑

k=0

E

{

exp
(

− s
(

τ(1) + . . .+ τ(k)
)

)} (λx)k

k!
e−λxd B(x)

=

∫ ∞

0

e−sx−λx
∞
∑

k=0

πk(s)
(λx)k

k!
d B(x)

=

∫ ∞

0

e−
(

s+λ−λπ(s)
)

xd B(x)

= b
(

s+ λ− λπ(s)
)

,

�À�W|
b
(

·
)

−
�Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s��Y|½ç��µè<ê¡¾Y�Oz&�&¾ }�¾

B(x)
¾

Í9��|����O�?rOz{|��W¬OsY�W�
π(s)

�~�W�?�{��|~z{�O�?}?�Y|~z®����|��W��©«ª,|¡w=���x�<s�� � �Y�?s�r���¬?sY�?w=�(��}�r{�?sY|��sY�Y©nO
π(s) = b

(

s+ λ− λπ(s)
)

.
¢p��¾5���O¨

q(r���|~|«w=t[�O�~�W|~w±��sYz{|�}�|~���?�?rOz{¬?�À��z{�{��¬?����z{|~w=��}Y|�É(|�sY����w=� ¢p��¾5���?¨��O���?z{�O}Ytv|��w=|�©½z��?|�}Y�T�Yz{s��?��zOsYtvu���w=t°���å¾M�·rOw=|~z{��w§�@����r?��z{s��?��zO���W��z{�Á|¡�����
Re s > 0

��z{�
|π(s)| < 1

��zT¾ �å¾
π(s)−

�Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY�Y|½ç��µè�ê~¾Y�?z��&¾ }�¾
Π(x)

¢²��w§¾å¢p��¾5�O¹?¨ ¨�¾³x}Y�±��������|����O�?rOsY�Y�4�Y�{�W�<��|�sYsY�?������}�r{�?sY|�s�����¢p��¾5���O¨½�Y�O���TÂ���w
π(s) = z

�·��|�}Y|���Y�YÉ(|~w�|����&�&�O���W|
z = b

(

s+ λ− λz
)

,
¢p��¾5�,�?¨

�L ~r���rT����w ��|��?|.���W|��W��©«ª(�YuL�?�O�Y}Y�<�`O(¯¡Í����{��¬?�<�1}�|�É,|~sY�YuL�Ww=|�|�z��<}Wr{�Os�|�sY�Y|¢ �W¾ ���?¨�s�r&w=sY�TÂ(|¡��z{�?|
|z| < 1

�Y}Y���<�����?�O�Y������z{�
Re s > 0

;�¯
q��Y���Oz{�?|�z�r�s�r&Ä�z{�?z&�O�O��}Y�?�R}�r?����w=�?z{}Y��w����W|��W��©«ª(�Y|R�W�?|��x�<s�� � �Y�����?w=���W|������sY�O�~�&�Y|�}Y|¡w=|�sYs��O���

z
O
f(z) = z

�
g(z) = b

(

s+ λ− λz
) ¾�x��sY�W���YzO���Os����O�O|��Y�{�Y�Y©½zO�À� r{s�r{���Yz{�Y��|~������w=���Y}��
|z|61

�
Re s > 0

�������Y}Y�O�w=|�z{�O�~���ys�r±�~}�r{s�� � | |z| = 1
�.�¡��sY�Ou��Y �sY���

|f(z)| ≡ |z| = 1
��r$�_�W}Y�����?u

|g(z)| < 1
��z{��|¡��z{¬�s�r���}Wr{sY� � | |z| = 1

�?tv�Y�{��sY�Y|�zO�À�±�?���W�O�O��|
|g(z)| < |f(z)|z{|��?}Y|~w=t�´Æ��É,|O���Y ~�O|¡��z{sY�?u����Y��}���|R¥v¤(¿®³&¾Y¶ �Y RÄ�z{�?u�z{|~�O}Y|¡w=t�����|��W�O|~zT�<��z{�(�z�r{���?w±���W�<�Wr{|°�x��sY� � ��� f(z)

�
(f(z)− g(z))

�W�{��Â&s�t��Ww=|�z{¬(�¡�W�Ys�rO�<�?�O�?|��Y�W�����sY�¡��|�uå¾<³x�<�����{��¬?�Y�,�x��sY� � ��� f(z)
��w=|�|~z,s�r�w=s��TÂ(|~��z{�O|

|z|61
���YÉ(¬�|��W��s���z{�?|�s��sYtvu®sY�¡��¬,¢£}�r{�?sYtvu®sY�¡��©n· ¨��~�?zO��©U��r°�Otvz{|~��rO|�zT����z{�°s�rOÉ,|Æ��}�rO�OsY|~sY�Y|°¢ �W¾ ���?¨���w=|~|�z|��W��s���z{�?|�sYs��O|«}�|�É,|~sY�Y|½s�r,w=sY�TÂ�|~��z{�O|

|z| < 1
�
Re s > 0

��rY������|��W�O�<r{z{|���¬OsY�W�{Ä�zO�
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1

10

b(s+l)

b(s)

Z* =П (z)

f (z)

}Y|~É,|~sY�Y|v�UsY|��?�T�?�¡�W��w=�<��z{¬?©����O�O�WrT��rO|�z½�
π(s)−

�Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r{sY�Y|¡w�ç·�éè<ê~¾{�?zR�&¾ }�¾
Π(x)

¾q��Y���Y ����Y|~sY���1���?�Ou���z{�$Ä~z{�O�~�±}Y|�É(|�sY���1��s��O�?r$}�r?����w=�?z{}Y��w#��}�r{�?sY|�s��Y|7¢ ��¾5�,�<¨s�r
06z61

�7�O�O�? �s�rT����w
z∗ = π(s)

|��~��|��W��s���z{�?|�sYs�tvu4���?}Y|�sY¬W¾å¿®r{�±�?���WsY���Y }Y�W����sY��rY�·Ä~z{�Oz����O}Y|~sY¬Áã�|~��z{¬�z{�O����r��Y|~}Y|~��|��Y|~sY���±�Y}<��w=�Ou
f(z) = z

�±�Otv�Y��������?u��OsY�� °�O�? �}�r?��z�r{©½ª,|�u��x��sY� � �Y� g(z) ¾OÊ½z{�O|~}?Â��W|~sY�Y|½���<rO}�r{��z{|�}Y|«�Y�O�?|��W|~sY����x��sY� � �Y� g(z) ��|��~�<�&�Y�O������r{|~zO�À�Á�� �����|��W��©«ª,�Y�Á�x�O}�w=�¡�

g(z) = b(s+ λ− λz) =

∫ ∞

0

e−x(s+λ−λz) dB(x)

g(0) = b(s+ λ) < b(s) = g(1), b(s) → 1,
�Y}Y�

s → 0

g
′

(z) = λ

∫ ∞

0

x e−x(s+λ−λz) dB(x) >0

g
′′

(z) = λ2

∫ ∞

0

x2 e−x(s+λ−λz) dB(x) >0

g
′

(1) = λ

∫ ∞

0

x e−xs dB(x), g
′

(1)
∣

∣

s=0
= λ

∫ ∞

0

x dB(x) = λb1

�x��s������Yz{���Y}Y�
s→ 0

�Y}Y�Y�<r��
g(z)

�?����|�z&� �W�O�Y��rOz{¬?�À���?tvÉ,|R���Y����|��W�O�<r{z{|���¬{�sY�W�Y���O}Y|~sY¬
z∗ = π(s)

�O�~�W|�zÁ� �W�O�Y��rOz{¬?�À���O�Y}Wr{�O�&� �?�O|~}?�·��z{��|~��zO¬��O�~�W|~z�}�rO��z{��¾

³x}Y��Ä�zO�?w§�Y�?�Y|��?���WsY�W���O�O ¡w=�TÂ�sYt[�W�<r���������r��PO
(a)
|¡�����

g
′

(1)
∣

∣

s=0
= λb1 6 1,

zO�
π(s) → 1

�Y}Y�
s → 0

�.z{�O�À��r��Y}Y|��W|���¬?s�r��
�Y}��Y�?r{�

g(z)
∣

∣

s=0

�O��r�Â�|�zO�À� � |������<�<w.�?tvÉ,| f(z)
ä
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1

1

f (z)

П (s) 1

( a ) ( b )

П *

1

1

f (z)

(b)
|~�����

g
′

(1)
∣

∣

s=0
= λb1 > 1,

z{���Y}Y�
s → 0 π(s) → π∗ < 1

��r�Ä�z{���? �s�rT��rO|�zT��Yz{�����O�?z{�O|~zO��z{�?��©«ª(r{�4�&¾ }�¾
Π(x)

�Y}Y�
x → ∞

��w=|�|~z�z{�Oz�Â�|��Y}Y|��W|��
π∗ < 1

�z{��|¡��z{¬��x�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬O©
(1 − π∗)

�?�O ~w=�TÂ�|�s��®r{�Yz����<ª(|~��z{�O�?�?r{s����Á�?|~�����?sY|��Ys���W�{�W���O�~�&�Y|�}Y���¡��r& ~rOs��Yz{�?��z{��}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�Ou�������z{|~w=t��?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y��¾uD�z{�Oz}Y|� ~�¡��¬�z�r{z��O�Y�O��sY|�|¡��z{|¡��z{�?|�sY|~s��åz�r{�±��r{�_���O�?z{sY�OÉ(|�sY��|
λb1 > 1

�O �sWrT��r{|~z¡�å�Yz{��O�O��|�|®�¡�Ws��Ou� ~r{�Y�O�Y���Y�<��z{����rO|�z ¢£�Á��}�|��WsY|¡wÆ¨v ¡r���}Y|��WsY|�|(�O}Y|¡wJ���O�?�����<Â��Y�?rOsY����¡�WsY�?u$ ¡r��Y�O����¾
�½zOw=|�zO��w
zTrO��Â(|?���Yz{���?�O|��W|�sYsWr���s�r?w=�±�O|��W�Y�Y�Ys�r
π∗ �Y�{�Y�Y|~zO�À�}Y|�É(|�sY��|~w�����|��W��©«ª,|~���&��}�r{�?sY|�s����

π∗ = b
(

λ− λπ∗
)

,
¢p��¾5��6{¨

�&�<�?z{�O}��O|x�Y|�}�|��?�¡���Yz�¢£�Y}Y�
s→ 0

¨��<}Wr{�Os�|�sY�Y|�¢p��¾5���O¨�¾
³x}Y�

λb161
��|�}Y�Y�¡�� ~rOs��Yz{�<��z{���§�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬?©

1
��w=|~|�z®���Os�|��YsY��©�������z{|���¬O�sY�?��z{¬°���T���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY������w=|~|�zR��w=t°�������?��z�rO�O�Yz{¬«�O�O��}Y�?�=�°sWr��?�TÂ��W|~sY�Y�®w=�?w=|~s��z{�O��}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY���

Π(x)
¾�È���rT��|~��zO�O|R�Y}Y��w=|~}�r�s�r{u���|~w_��|�}Y�?tvu�w=�<w=|�sYz

π1
��z{�|~��z{¬(��}Y|��Ws�|�|° ~s�rT�Y|�s��Y|§������z{|���¬?sY�?��z{����|�}Y�Y�¡�@r® ~rOs��Yz{�?��z{��¾Oq��Y��Ä�z{�?������}Y�¡�W���R��x|�}Y|~s � �Y}��O|~w ¢ �W¾ ���O¨��Y�&�Y}�rO�O���Wr?w±�W�W�®�x|�}Y|~s � �Y}Y�?�?rOsY����sY|��Y�OsY�?u��x��sY� � �Y�PO

π
′

(s) = b
′

(s+ λ− λπ(s))(1 − λπ(s)).
¢p��¾5�,4?¨

ÊÆ��z{}�|~wJ�Y���,�«�O�O|~���x��rO��z~���xÄ�zO�O���«�Otv}�r{Â(|�s����
s→ 0

���<���Y�<w=�Ys�r{�����Yz{�½�Y}Y|��W|���t
b
′

(0) = −b1, π
′

(0) = −π1
�Y�Y�O�����Y��w_���Y����������r{�

λb1 < 1

π1 =
b1

1 − λb1
.

¢p��¾5�,/?¨
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λb1 = 1
�����

b1 = ∞
¢Çz{�?�À��r

b
′

(s) → −∞
�Y}Y�

s→ 0
¨Æ�Y (¢p��¾5�,4<¨Æ���W|��W�?|�zT��YzO���x��sY� � ��� π′

(s)
sY|Áw=�TÂ(|�z���w=|�z{¬$���OsY|~�YsYtvu7�Y}Y|��W|����Y}Y�

s → 0
¾ÅÈ#�O�O�?���Ä~z{���4��������r����4��}Y|��Ws����±�O|��W�Y�Y�Ys�rÁ�W���Yz{|���¬OsY�<��z{�±�Y|~}Y�Y�¡��r� ¡r{s��Yz{�<��z{�7������z{|¡w=t�?��rO �tv�<r{|�z?�À��}�r{�?sY�Ou

∞
¾¶°sWr����?���Y�Ys�tvuR��}Y�Y|~w±¢²�J��r��W¬OsY|~uYÉ,��w��W���®�x|~}Y|�s � �Y}Y�?�?r{s��Y|~w�sY|��Y�?sY�Ou®�x��sY���� ���W¨�w=�TÂ�|�zv�OtvzO¬°�Y}Y��w=|~sY|�s,�x���Y���?tv�Y�����W|�sY����w=�<w=|�sYz{�?� Π(x)

�O�{�W|�|y�Ot°���O���O�~��Y�?}<���W��rY¾ � '+=�'ED�'Áü
'	;Wý+`�=ª�?ü����$þu�Yý��=ý$�Oý_�xýu���?ü���'rB,�Yý$�Oý���'Yû��
�
��=������<ü
���������=
�
'��0'����Yû0�[þd#Ý'bD
��û,��þ*��=Æý$��'�I±ü
���?ý�>�����'�`4ü
�<ü
����¬

=)�|=)��+ KM�
	��7�
	�	-b���
��0%}o��?�!�(%&"qd)%(h8
��
 �z{�
�(��	�34���jo���9�	��
��%'�
o��/�
�!�/%8
��/���

Mλ|GI|1|∞³x�<��z{¬��,z{|��Y|~sY�Y|RsY|����?z{�O}Y�?���®�Y|~}Y�Y�¡��r� ~r{sY�Yz{�?��z{�
τ
������z{|¡wyr��?�?���W�?Â��Y�<r{|~z®}Y�O�O�sY�

κ
 ~r{�Y�O�?��¾K�x��s�������z{�

κ>1
¢Ç�Ys�rT��|���Ä�zO�Oz��Y|~}Y�Y�¡�$������z{|¡wyr�s�r{�?�¡�W����rO��¬&�?t
��Y}��?��zO�O|¡¨�¾~¸®r?�y�O�~�W��z°�Ys�z{|�}Y|¡���?�?r{zO¬v��r{}�r?w=|�z{}�t7}�rO���Y}Y|���|���|~sY���

P(κ = j), j ≥ 1Ä~z{�Ou���������rOuYsY�?uÁ�?|����Y���YsYt®¾¦x «}WrO�����<Â(��|�sY�Yuå�?���?�O|~}YÉ,|~sYsY�,rOs�r����?���Y��sYt§����}Y�Y�O|��W|�s�sYt°w±�,�Y}�|��WtU�W��ª(|~w}�rO ��W|���|x���Y}Y�Y�?|��WÉ(��w_�7¢ �W¾ �,�<¨����,�@r{sYsY�<w.��������r{|®w=�TÂ�sY�& ~rO����©«���Yz{¬����Yz{�
κ = 1 + κ(1) + . . . + κ(N(s0)),

¢ ��¾ �Oº<¨
�À�W|

κ(i)−
�Y�W������ ¡r��Y�?�O�����?�?���W�?Â�|�sYs�t§�����W��z{|¡w=�Ou� ~r,���O�?z{�O|~zO��zO�O��©«ª(�Yu&�Y|�}Y���¡��?}Y|~w=|~sY�
τ(i)
¾�³x}Y��Ä�z{�<w7�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬

{κ(i), i>1}
�Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y|�z(���O�?�Ou�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬(sY|~ ~rO�O������w=t§�·���¡�W�Ys�rO�<�?�O��}�rO���Y}Y|��W|���|~sYsYt§���{¾ ��¾Ï��sY|® ¡r{�O�Y��À�Yª(�����Oz

s0
��}�rO���Y}Y|���|���|~sYsYt§��z�r{��Â�|R��rO���O¾ �W¾

κ
¾´yrO�~��w=�OzO}Y��w��Y}Y�O�� ��O�¡�W�Yª,��©
�x��sY� � �Y©

K(z) =
∞
∑

j=1

zj P (κ = j)
¢p��¾ �Y¼T¨

�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{|�u
P (κ = j)

���������Y�O��¬O ~�{� ¢ �W¾ �?º?¨��?�Y���x�O}�w=�¡��|�Y�O��sY�?uÁ�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO�Á�Y�O�����Y��w�O
K(z) = Ezκ = Ez[1+κ(1)+...+κ(N(s0))]

=

∫ ∞

0

E

(

z[1+κ(1)+...+κ(N(x))]
∣

∣

∣
s0 = x

)

dB(x)

= z

∫ ∞

0

∞
∑

i=0

E

(

z[κ(1)+...+κ(i)]
∣

∣

∣
s0 = x,N(x) = i

)(λx)i

i!
e−λx dB(x)

= z

∫ ∞

0

e−λx
∞
∑

i=0

(K(z))i(λx)i

i!
dB(x) = z

∫ ∞

0

e−(λ−λK(z))x dB(x)

= z b
(

λ− λK(z)
)

.
¢ ��¾ �?¹?¨

ÈÃs�rOÉ,���_��}Y|��?�O}�rO ��O�<r{sY�Y���[¢£�Y}Y�[�Otv�Y�W����|~sY�Y���?���W�O�Os��O���$wyr{z{�TÂ�����rOsY���W¨�w=t�?�?�����{��¬? ��O�<r����W��¬®sY|~ ~r{�?�����Ww=�?��zO¬O©��?��|��Á��������r{uYs�t§���O|����Y�Y�Ys
κ(i)

�Oz
s0
¾
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³x�{�����Y|~sYsY�O|x��}�rO�OsY|~sY�Y|

K(z) = z b
(

λ− λK(z)
) ¢p��¾ ���?¨

��������|����O|�z?�À��r{sWr����?���Y�Ys��(��}�rO�OsY|~sY�Y©Ø¢ �W¾ ���O¨��Yr��Y}��
z → 1

�?sY�&�Y|�}�|��?�¡���Yz(�
K∗ = b

(

λ− λK∗
) ¢p��¾ �,�<¨

���Oz{�?}Y�O|x���?�O��r���r{|~z��&¢ �W¾ ��6{¨�¾³x�OÄ~z{�?w=���Y}��
λb1 > 1

���<ª(|~��z{�O�?|�z
limz→1 K(z) = K∗ < 1

�Yr(Ä�z{�&�O ~s�rT��rO|�zT���Yz{����?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬O©
(1 −K∗) = (1 − π∗)

���O���Y�Y|¡��z{�?�� ~r{�Y�O�O�å���O�<�����<Â��Y�<r{|~w=t§�� ~r�Y|�}��Y�¡�4 ¡r{s��Yz{�<��z{�$}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{|~w=�?u����W��z{|¡w=t#w=�TÂ(|~z��?tvz{¬��?|~�����?sY|��Ys����O�O��¬{�É,��w§¾Ì9���W�&Â(|
λb161

�{z{�
K(1) = P(κ <∞) = 1

�&w=�TÂ�sY�,s�r{uYzO��w=�?w=|�s�z{t[��������|��W�?|��w=�O�~�,}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�����O���Y�Á�Y|��~�(���W|��W�?|�z,��}Y�¡�W���®�x|~}Y|�s � �Y}Y�O�<r{z{¬�¢p��¾ ���<¨=�Y� z �Y��Y}�rO�O���Wr?w$�W���®�x|~}Y|�s � �Y}Y�O�<r{sY�Y�&s�|��Y�Os�t§���x�<s�� � �Yu�¾?q��Y����|�}Y�?�O����w=�?w=|~sYz�r,�Y����?�Ou���z{�?r?w[�Y}Y�O�� ��O�¡�W�Yª,��� �x��sY� � ��u
Eκ = K

′

(1)
¾�¿x}��?w=|�z{�O�~���@��r{���� ��O|¡��z{s����

b(0) = 1, b
′

(0) = −b1
¾Y¥å�O�À��r(�W�Y�

λb1 < 1
����ª,|~��z{�O�?|�z

Eκ =
1

1 − λb1
.

¢p��¾ ���O¨
ë®©«�?tv|�w=�<w=|�sYz{tø�O�O��|�|��Ot°���O���O�~���Y�?}<���W��r����Y�[Ä�zO�O���4}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY���[w=�O�~�<z�Otvz{¬&�?tv�Y�����W|�sYt
r{s�r{���O�~�Y�YsYt°w.�O�O}Wr{ ��<w§¾

=)�>=)�*� ��	��
��%'�7��o����
����%&
�������9��
%&
���%?�:��
���
���	�34	
GI|Mµ|1|∞q��Y��Ä~z{�Ou�������z{|~w=t �Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬��?}Y|~w=|~sYsYt§���YsYzO|�}Y�<r����?�
{ei}i>0

w=|�Â&��W�[w=�?w=|�s�zTr?w=���Y}Y�Y�?�¡��r± ¡r��Y�O�?�[zTrO�1Â(|?�9��r{�1���.������z{|~w=|?��zO�{��¬?�<�7��z{�.}�r?�����w=�?z{}Y|�s�sY�Ou±s�r?w=�$�?tvÉ,|O�·��}Y|�����z�r{�{���Y|�z����O�?�Ou$�Y�?����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬�s�¾ �W¾ }å¾ �O¾ �W¾6���w=|�©½ª,�����¡�W�Ys�rO�<�?�O��© �&¾ }�¾Ï�ysY�±���Oz{�?}�r��_z{|~�Y|�}�¬4�<Â�|�s�|�Ä~�����Y�?sY|�s � ��r���¬?s�r����r��Y}Y�?��z{���&¾ }�¾·�?�Oª(|������O����r�ã
A(x)

¾Å³x}Y�$Ä�z{�<w��Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬�s�¾ ��¾ }�¾ �{¾ ��¾
{si}i>1

�Å�Y}Y|��@��z�r{�O�Y�Y©«ª�r��7���O�?�Ou±�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{¬��?}Y|~w=|~s7�O�?�����<Â��Y�?rOsY����Y�?��z{���Y�Y�?É,���� ~r{�Y�O�?���WsWr{�Y}Y�?z{�Y�W�W��w=|~|�z�z{|���|�}Y¬�Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY��©f�x�<s�� � �Y©}�rO���Y}Y|��W|���|~sY������z{��|¡��z{¬
B(x) = 1 − e−µx.

¢p��¾ ���?¨
ÈÃ���{�Y ~�_��Ä�zO��w§�yw=tf��r���|~|�z{|~�Y|�}�¬��O�~�W|¡w��������{��¬? ��O�<r{z{¬��<Â(|��Y ��?|~��zOsYtvu_s�r?w�®r{�YzT�·�YzO���?��z�rOz{�O�Ys��O|��O}Y|¡wJ�$�O�<�����<Â��Y�<r{sY���$ ~r��Y�?�Y���Ww=|�|�z�zO�ÁÂ�|���rOw=�?|&Ä�������Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY�O|R}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|?�Y�Yz{�&����r?w=���?}Y|~wJ���O�<�����<Â��Y�<r{sY����¾Í�sY�O�<r,�?����|~w7�?�O�O ~s�rT��rOz{¬

{τi}i>1
�
{ϑi}i>1

ã����?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{���Y|~}Y|��W�<�©«ª(���<�À��w=|�Â��W�Á���O�?�Ou���|�}Y�Y�¡���O�� ~r{sY�Yz{�?��z{������}Y�?��z{�T��������z{|¡w=t®¾���TÂ�sY�� ¡rOw=|�zO�Yz{¬��J�Yz{�4�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{¬
{(τi + ϑi), i>1}

���?��z{�O�Yz��Y sY|� ¡r{�?������w=t§�·�¡�¡�W�Ys�rO���O�O�«}�rO���Y}Y|���|���|~sYsYt§�,���W�<�Wr{uYsYt§�®�?|����Y���Ys��T�����O�O��|�|�z{�O�~�����r{}Wr$��������r{uYs�t§�.�O|����Y�Y�Ys
(τi, ϑi)

�Y}��
i>1

ã_�?�O}�rO ��O|~z��Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO¬sY|� ¡r{�?������w=t§����r{} �O¾ �W¾å¢Ç��}Y�Y�Y|¡w[Ä�z{�?z��®r{�Yz&�<��z�r{|~zO�À�����Y}�rO�O|��W���Y�Ot°w.��r{Â(|R�����������z{|~w=t
GI |GI |1|∞

· ¨�¾
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iU�~�W|~w_��r{��|�|xs�rO �tv�?rOz{¬�Ä�z{����rO}Yt Å$¶�Ñ0¾*®l±M¶ ¾
¸x�,��������r{uYs�tv|«�O|����Y�Y��sYt

τi
�
ϑi
�����<��z�r{�O�Y�Y©«ª(�Y|

i
�íz{��© ��r{}Y�?�?�,�O�Oª(|~w±���W�?���rO|(w=�?����z��?tvz{¬� ¡r{�O�W����w=t°w=�4w=|�Â��W� ���?�O�?u�¾W³x�?Ä�z{�<w=���W�Y���Y�O��sY�O�~���?�Y����rOsY����Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO� � �Y�����?� {(τi, ϑi), i>1}

s�r?w��Y�OzO}Y|��?�O|�z?�À�±}WrO���~w=�Oz{}�|�z{¬���O�?w=|¡��z{s��O|R}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|®��rO}Yt
(τ, ϑ)

O

Π(x, y) = P(τ6x, ϑ6y).
¢ ��¾ ��6O¨

Ì9�����ÁzO|��Y|~}Y¬(�?�O|¡��z{�Á�(}�r?���~w=�Oz{}Y|~sY�Y|RsY�O�?��© ��rO}Y���{¾ ��¾
(τ(i), ϑ(i))

�����?z{�O}�r{��?�Y}Y|���|��Y�Y|~zO�À�.z{�?�YsY�4zTrO�.Â�|Á��rO�.����r{}�r
(τ, ϑ)

�ys��$�Y}����<�����?�O�Y���=�YzO�$ ¡r��Y�{���rY�Å�Oz{��}Ytv�?rO©«ª(r{�.���?�O��w��Y}����?�¡�W�<w
�Y|�}Y���¡�� ~rOs��Yz{�?��z{�
τ(i)
�= ~rO��z�r{|�z�}Y�O�?sY�

i ¡r��Y�O�?���å�<Â�|Ás�r{�?�¡���Yª(���<�À�±�$������zO|~w=|O�yzO�$z{�?�À��r��W�Y�.}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�Ou_s�r?w=�������z{|¡w=t[��r{Â��Wtvu�w=�?w=|�s�z��Y}Y���<�¡��rR�O�Y|~}Y|���sY�Ou� ¡r��Y�O���(�?����|�z®�Y�O�Y�Yz{¬?�À� ´<³[Ì	Ñ�³0¹ÐZ³Z¯l¯Ä´%®ZÃ�³ZÐ°¾*¸°Ã�¶�Ö ¾
iU�~�W|~w�s�rO �tv�?rOz{¬�zTrO�Y��©���r{}Y�

(τ(i), ϑ(i)) i
� Å$¶�Ñ0¾u³á± ¾

�½�O�? �s�rT����w_���?�?w=|¡��z{sY��©­�&¾ }�¾Y��rO}Yt �O¾ �W¾
(τ(i), ϑ(i))

Πi(x, y) = P(τ(i)6x, ϑ(i)6y), i>0
¢p��¾ ��4<¨

���O�Y}�|��W|�����w�����|��W��©«ª,|~|����?�Otvz{�Y|

Sk(t) =
{ z{�?�YsY�

k
 ~r��Y�?�O�Á�Ot§���&�O�<�����<Â�|�sY���&z{|��Y|~sY�Y|

[0, t]
} ¢ ��¾ ��/<¨

¥År{�Y��w[�?�O}�rO ��<w§�Y�O�?tv�YsYtvu��W�YsYz{|~}Y|~���<©½ª,�Yu�s�rO� � �Y����}�rO�O�?z{t­������z{|~w=t (τ, ϑ)
��?����|�z���Ä�z{�����O�?�O �sWrT�Y|�sY�Y���

0
� � �Y�����<w§�Yr(|~�����&¾ }�¾ Π(x, y) = Π0(x, y)

¾

ÈØ���?�Oz{�?|�zO��z{�O���.���?�O|��W|�sYs�t°w=�_�O�?�O �sWrT�Y|�sY�Y��w=�7}�r{�?�Oz{�±}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�Ous�r?w=��������z{|~w=t­w=�TÂ�sY��z{|~�Y|�}Y¬��O�Y���~r{z{¬�����|����<©½ª,��w��?�O}�rO ��?w§¾�Ì�������sY|~���Oz{�?}�r�� ¡r��Y�O��r����Y}Y�Y�?�¡���Yª�r����Á������z{|¡w=�O�@s�rO�Y}Y��w=|~}��@��w=�<w=|�sYzÁ�O}Y|¡w=|�sY�
Tm
�@ ~rO��z�r{|�z��������z{|¡w=|Æ}Y�?�OsY�

i
 ~r{�Y�O�O�å��z{�°�?s�rv�OzO�Y}Ytv�?rO|�z � �Y�Y� (τ(i), ϑ(i))

¾~¥å�O�À��r°����|����<©½ª(r{� ¡r�sY|~uÁ�?�Y|�}Y|��Ws�r{�� ~r{�Y�O��rY�?�Y}Y���<�¡���Yª(r{����������z{|¡w=���&w=�?w=|�s�z
Tm+1 = Tm + em

������O�� ~r{��}Ytv�?rO|�z � �Y���å��|~���W���?��r{ �tv�<r{|~zO�À� em >
∑i+1

j=1 sj = τ(i)
��z{�?�À��r

ϑ(i) =
em − τ(i)

¢Çz{�(|~��z{¬,�Y}���Ä�z{�<w±�Y}Y�?���À�?�¡�W��zx���O�?tvz{�Y|
Si+1(τ(i))

¨��?�W�Y�O���?z{�Y}Ytv�<r{|~z
(i+ 1 − k)

�ìz{tvu � �Y�Y�å�Y|~�������Y}Y�?���À�?�¡�W��z,�¡�WsY�&�Y ����O�?tvz{�Yu Sk(em)
�Y�À�W|

06k6i
¾

¥å�O�À��r��Y���x�O}Ww=�~�W|®�Y�{��s��Ou��O|�}��T�Yz{sY�?��z{���Y�{�����Y�Ww

Πi(x, y) = P

(

τ(i)6x, ϑ(i)6y
)

= P

(

τ(i)6x, ϑ(i)6y, Si+1(τ(i))
)

+

i
∑

k=0

P

(

τ(i)6x, ϑ(i)6y, Sk(em)
)

, i>0. .
¢p��¾76�º<¨
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�½�Y|��?���WsY�W���Yz{�

P

(

τ(i)6x, ϑ(i)6y, Si+1(τ(i))
)

= P

(

06τ(i)6x, 0 6 em − τ(i) 6 y, τ(i) =

i+1
∑

j=1

sj

)

= P

(

0 6

i+1
∑

j=1

sj 6 x,
i+1
∑

j=1

sj 6 em 6 y +
i+1
∑

j=1

sj ,
)

=

∫ x

0

P

(

u 6 em 6 y + u
)

P

(

u 6

i+1
∑

j=1

sj 6 u+ du
)

=

∫ x

0

(

A(y + u) −A(u)
)

dBi+1
∗ (u), ,

¢ �W¾56�¼¡¨
�À�W|

Bi+1
∗ (u) = 1 − e−µu

i
∑

j=0

(µu)j

j!

ã�|~��z{¬ }�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�Y|�D�}��Wr{s���r��Y�O}<���W��r
(i + 1)

�å�å��r{�7w=tØ�<Â(|��Y�?��r{ �tv�<r����}�r{s�|�|O�
dBi+1

∗ (u) = µ
(µu)i

i!
e−µu du .

¢ �W¾56O¹O¨
È����?�O©��O��|�}Y|��W¬���sY|~z{}Y�~�WsY�����¡�����Y��zTrOz{¬�����z{�

P

(

τ(i) 6 x, ϑ(i) 6 y, Sk(em)
)

= P

(

em + τ(i+ 1 − k) 6 x, ϑ(i+ 1 − k) 6 y, Sk(em)
)

=

∫ x

0

P
(

Sk(u)
)

P

(

τ(i+ 1 − k) 6 x− u, ϑ(i+ 1 − k) 6 y
)

dP (em = u)

=

∫ x

0

P
(

Sk(u)
)

Πi+1−k

(

x− u, y
)

dA(u),
¢ �W¾56,�?¨

�À�W|®����|��W�O|~z&�<��|~��zO¬����Yz{�

P
(

Sk(u)
)

=
(µu)k

k!
e−µu ¢p��¾76[�<¨

ã�|~��zO¬�}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|®³x�?r?�����?s�rY¾³x�¡����z�rO�{�Y�����$¢p��¾76�º<¨v�Otv}Wr�Â(|~sY���.¢p��¾76�¼¡¨��J¢p��¾76{¹?¨��y¢ �W¾56,�?¨v��¢ �W¾56Z�<¨����Y�O�����Y��w������
i>0

Πi(x, y) = µ

∫ x

0

(µu)i

i!
e−µu

(

A(y + u) −A(u)
)

du

+

i
∑

k=0

∫ x

0

(µu)k

k!
e−µu Πi+1−k(x− u, y) dA(u).

¢ ��¾76,�?¨



s�� s��À«"O�§JHoU ¤¡HM �§
©�HkOäPMR�¦û§JH!T�O��~N�HM � �§�L�P¡HJNJK�OQPMR�¦ /��
�½�?�O �sWrT�Y��w

πi(s, y) =

∫ ∞

0

e−sx dxΠi(x, y), i>0
¢p��¾76Z�?¨

ã��Y}Y|~�O�?}�r{ ~�O�?rOsY�Y|Rç·�éè<ê~¾�¢£�Y�
x
¨U�?z&�&¾ }�¾

Πi(x, y)
�W���@r���|~|

π(z, s, y) =

∞
∑

i=0

zi πi(s, y)
¢p��¾76�6O¨

ã��Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª,��©��x��sY� � �Y©­���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{� πi(s, y), i>0
¾�·r?w=|�z{�Ww.z�r{�YÂ(|O����z{���{�<�¡���Yª,|~|«�Y�¡�� �s�rO���?w.����wyw=t ��¢ �W¾56��O¨��Otv}Wr�Â(|~sY�Y|

∫ x

0

(µu)k

k!
e−µu Πi+1−k(x− u, y) dA(u)

ã�|~��z{¬&sY���Yz{���Ys��O|x��r{�����O|~}Yz{��r�¢Ç�Y�ÁÍ�zO����z{¬?|~���Y¨§�x��sY� � �Yu Πi+1−k(·, y)
�

F (x) =

∫ x

0

(µu)k

k!
e−µu dA(u).

³x}Y�?�Y ��?�¡���j�®���Y|�z{�<w1Ä�zO�O�����Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s��Y|�¢ ��¾76Z�<¨§���?�O|~�����WrO��z¡���7¢ �W¾56��O¨����Y�O������Y�Ww7�����
i>0

πi(s, y) = µ

∫ ∞

0

(µu)i

i!
e−(s+µ)u

(

A(y + u) −A(u)
)

du

+

i
∑

k=0

πi+1−k(s, y)

∫ ∞

0

(µu)k

k!
e−(s+µ)u dA(u).

¢p��¾76Z4<¨
1xz{�?�Ot��Y|�}�|�uYz{����¢ �W¾56,4?¨J���Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª,|~u��x�<s�� � �Y� ¢p��¾76�6{¨��O}�r?���~w=�Oz{}Y�Ww4��s�rT��r{��Wr&����|��W��©½ª,�Y|x}�rO�O|�sW��z{�<r

∞
∑

i=0

zi
i

∑

k=0

πi+1−k(s, y)
(µu)k

k!
=

∞
∑

k=0

zk (µu)k

k!

∞
∑

i=k

zi−k πi+1−k(s, y)

=

∞
∑

k=0

zk (µu)k

k!

∞
∑

m=0

zm πm+1(s, y) = eµzu 1

z

(

π(z, s, y) − π0(s, y)
)

,
¢ ��¾76Z/<¨

���OzO�O}Ytv|®�Y�O�����Y|�s�tL�®�������{��¬? ��O�<r{sY��|~w.��|��~�<����}Y�O�?|�}<�Y|~w=�?�����Y}�rO�O����r��Y|�}�|~��z�r{�sY�?�O�Y���Y�?}?������r�����wyw=�Y}��O�?rOsY�����,���O�Ou�sYt§�Á����wywyr{�
∞
∑

i=0

i
∑

k=0

aik =

∞
∑

k=0

∞
∑

i=k

aik
¢ ��¾ 4Oº<¨

Í1�<��|�z{�<w.Ä~z{�O�~�����{�����Y��w

π(z, s, y) = µ

∫ ∞

0

e−(s+µ−µz)u
(

A(y + u) −A(u)
)

du

+
1

z
a(s+ µ− µz)

(

π(z, s, y) − π0(s, y)
)

,
¢ ��¾ 4Y¼T¨
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�À�W|

a(s) =

∫ ∞

0

e−su dA(u)

ã��Y}Y|��?�O}�rO ��?�?r{s��Y|½ç��µè<ê¡¾Y�Oz&�&¾ }�¾
A(·)

¾
�½�O�O ~s�rT�Y��w±��r���|~|

R(z, s, y) = µ

∫ ∞

0

e−(s+µ−µz)u
(

A(y + u) −A(u)
)

du
¢ �W¾ 4<¹O¨

¥��?�À��r��Y ®��}�r{�?sY|�sY�Y�4¢ �W¾ 4�¼¡¨Uw=�TÂ�sY���Otv}�rO ��Yz{¬

π(z, s, y) =
zR(z, s, y)− a(s+ µ− µz)π0(s, y)

z − a(s+ µ− µz)

¢p��¾ 4��?¨
�·rOw=|~z{��w§�U�Yz{�W�9|~�����

Re s > 0
�

|z| < 1
�9zO�.�x��sY� � ��� π(z, s, y)

�W�{�YÂ&�s�r �?tvz{¬��?��}�rOsY�Y�Y|~sYsY�?u�¢Ç��r{�±���?r�Â��WtÃ�Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r{sYs�r{�4���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{¬�x��sY� � �Yu±}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y�W¨�¾
�°��s�r{����}�r{s�|�|�w=tÃ�<Â(|��Y�?��rO �tv�<r������@�YzO� ���?tv}�r��Â(|~sY�����{r{sWr����?���Y�Ys��O���R��z{�T�Yª(|~w=�®�x �sWrOw=|�sWr{z{|���|R¢p��¾ 4��<¨�����w=|~|�zO�À��|��W�YsW��z{�?|�sYsYtvu���O}Y|~sY¬
z∗ = z∗(s)

��rO��}�r{ Rs�r(����rO ~rOsYsY�?w7w=s��TÂ(|~��z{�O|
Re s > 0, |z| < 1

¾�È§��|Ä�z{�$�®r{�Yz{t­w=�TÂ�sY�����O� �Wr?���?�?r{zO¬,����É,¬����Oz{}Y|~�O�?�?r{�W���Yz{�?�Ot�� �Y�������Yz{|���¬��?tv}�r��Â(|~sY����¢p��¾ 4��<¨åzO�TÂ(|§�O�?}�r{ª�r��W�À�,�xsY�¡��¬x�Y}��
z = z∗

¾{¸x�xz{�?�À��rx�§sY|��?�T�?�¡�W��w=�<��z{¬?©�Y �¢ �W¾ 4��?¨9�Y�{�W�<����w

π0(s, y) =
z∗(s)R(z∗(s), s, y)

a(s+ µ− µz∗(s))
= R(z∗(s), s, y),

¢ �W¾ 4��<¨
zT¾ ��¾��<�?}Y|�s�¬� ~s�rOw=|~s�r{zO|��Y�±¢ ��¾ 4��<¨�|~��zO¬�}Y|�É(|�sY�Y|x��}�rO�OsY|~sY���4¢£�Y}Y��sY|~�<�?z{�O}��?w

s
¨

z∗(s) = a(s+ µ− µz∗(s)).
¢ �W¾ 4��O¨

´yrO���~w=�Oz{}���w7���O�Ou�sY�O|R�Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY�Y|½ç��µè�ê~�YzT¾ |O¾

π(s1, s2) = E {e−s1τ−s2ϑ}

=

∫ ∞

0

e−s2y dyπ0(s1, y)

=

∫ ∞

0

e−s2y dyR(z∗(s1), s1, y).
¢ �W¾ 4��?¨

³x}Y|��?�O}�rO ��?|~wÁz{|��Y|~}Y¬«�?tv}�r�Â�|�sY��|O�T��z{�T�Yª(|�|Æ�½�Y}�r{�?�Ou®��r?��z{��¢ �W¾ 4��?¨��~ ~r?w=|�s����x������~�W�O�<��z{�<r�¢Ç�Yz{�?�Ot
sY|��Y�W��r{zO¬��Ys��W|~����t«¨§��rO}�rOw=|~z{}Yt
s1 = s, s2 = ρ, z∗(s1) = z

¾
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Í��Y��zTr{����r{��|�|

Re ρ > 0
�����{�����Y��w�O

∫ ∞

0 e−ρy dyR(z, s, y)

= µ

∫ ∞

0

(

e−(s+µ−µz)u

∫ ∞

0

e−ρydy

(

A(y + u) −A(u)
)

)

du

= µ

∫ ∞

0

(

e−(s+µ−µz)u

∫ ∞

u

e−ρ(x−u)dA(x)
)

du

= µ

∫ ∞

0

(

e−ρx

∫ x

0

e−(s+µ−µz−ρ)udu
)

dA(x)

=
µ

s+ µ− µz − ρ

(

∫ ∞

0

(

e−ρx − e−(s+µ−µz)x
)

dA(x)
)

=
µ
(

a(ρ) − a(s+ µ− µz)
)

s+ µ− µz − ρ
,

¢ ��¾ 4�6O¨
�À�W|Á�Ot§�Wr��������{��¬? ��O�<r{s�r�����|��W��©½ª(r����x�O}�w=�¡�Wr$��w=|�s�tØ�Y�O}<���W��r ��sYz{|��~}Y�Y}Y�?�?r{�sY�Y�PO

∫ ∞

0

(

∫ ∞

u

f(x, u) dx
)

du =

∫ ∞

0

(

∫ x

0

f(x, u) du
)

dx ,
¢p��¾ 4�4<¨

rOs�r����?���Y��s�r������&�~w=t°�������x�O}�w=�¡��|�¢p��¾ 4Oº?¨�¾¦x �¢ �W¾ 4��?¨���¢ ��¾ 4�6O¨Æ�7¢p��¾ 4��O¨��?�<�?sY��rOz{|���¬?sY���Y�{�����Y�Ww.�x��sY� � ��© O
π(s1, s2) = µ

a(s2) − z∗(s1)

s1 + µ− µz∗(s1) − s2
,

¢ ��¾ 4�/<¨
���OzO�O}�r{���Y}�|�����zTrO�{�Y�Y|~z����?�O�Ou��Y}Y|~�O�?}�r{ ~�O�?rOsY�Y|vç·�éè<ê9�?z®�YsYz{|~}Y|~����©«ª,|~u�s�rO�«�&¾ }�¾¢p��¾ ��6{¨³x}Y|�Â(��|O�å��|~w­r{sWr����Y ~�Y}Y�?�?r{zO¬����{�����Y|~sYsY�O|�s�rOw=�7}Y|~É,|~sY�Y|O�Å�?���Y�?w=sY�Ww§�Å�YzO��?tv}�r�Â�|�sY�Y|

z∗(s1)
�Y�O�Y�Y|�zO�À���<�?}YsY|¡w­��}�r{�?sY|�sY�Y� ¢ �W¾ 4��O¨��J���Oz{�?}Y�O|����?�O|�}�É,|�s�sY�rOs�r����?���Y��sY���<Â(|½��������|��W�?�?rO�OÉ,|¡w=�?�À�&}�r{s�|�|R�<}Wr{�Os�|�sY�Y©f¢ �W¾ ���?¨��<�Áw=t w=�TÂ(|~w±���rOs�r����?���Y�Á�Otv�Y�W��r{zO¬,���?r&����|��W��©«ª(���Á���W�<�Wr��PO

(a)
|~�����

µa1 6 1,
¢p��¾ /Oº<¨

z{�
z∗(s1) → 1

�Y}Y�
s1 → 0

ä

(b)
|~�����

µa1 > 1,
¢p��¾ /Y¼T¨

z{�&�Y}��
s1 → 0 z∗(s1) → z∗(0) = z0 < 1

���À�W|x�O|����Y�Y�YsWr
z0
�Y�O�Y�Y|�zO�À��}Y|�É(|�sY��|~w��}�rO�OsY|~sY���

z0 = a
(

µ− µz0
)

,
¢ ��¾ /?¹?¨

�&���Oz{�?}Y�O|&¢Ç��}Y�
s1 → 0

¨��Y|�}�|��?�¡���Yz�¢p��¾ 4��?¨�¾R ��w=�?�{���<w
a1
w=t ��rO�Á�<��|��À�@r(�?�O�? �s�rT�Y�Y�����Y|~}Y�Otvu�w=�?w=|~sYz��&¾ }å¾

A(·)
¾
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¸®r{�Y�<w=sY��w#zTrO��Â(|?�y�Yz{�7�Y�7���O�OuW��z{�<rOw­�Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r{sY���.ç��µè�ê����Y}�rO�O|������Y�<r�x�O}�w=�¡�WrRs�r{�?�TÂ��W|~sY����w=�<w=|�sYzO�O��¢²¹Y¾ �<¹O¨Å���{��}Y�?w=|vz{�?���W���Otv�Y�O��s��Y©«z?�À���Y}�|��W|���¬{�sYtv|®���?�Oz{sY�?É,|~sY���������Á�Y�?�O|���|�sY�����&¾ }å¾<���Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r{sY����ç��µè<êvÄ~z{�Ou��x��sY� � �Y�¢£�~w§¾@���O�?u���z{�?��¢ 6O¨ ¨�¾@ÈU�<���Y�O��¬O ~�O|~wy�À��Ä�zO��w=�4�®rO�Yz�rOw=���W�Y�����~����|��W�O�<r{sY��� ���<ª(|����z{�?�O�<r{sY����w=�<w=|�sYzO�O��� �YsYz{|~}Y|~����©«ª,|~����s�rO�(}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY����¢ ��¾ ��6O¨��·rÁ ~r{zO|~w���Y}Y�4�Otv�Y�W����|~sY�Y�±��rOw=�Y��Ä�z{�Y�$w=�?w=|~sYz{�O�j�������Y�{��¬? ��?�?r{s��Y|~w[�?����r±¢ �W¾ 4�/?¨«�Y�{���<��Y|�s�sY�O�~��sWrOw=���W�O�?uYsY�O�~�(��}Y|��?�O}�rO ��O�<r{sY�Y��ç·�éè<ê°�Oz&Ä�zO�Ou��&¾ }�¾q��Y��Ä~z{�O�~����s�rT�Wr��WrR�Y�¡�����Y�Yz�r{|¡w���|�}Y�?�<©1��}Y�O�Y ~�O�¡�Ws��<©[�Y�

s
�x��sY� � �Y� z∗(s) ��������{��¬? ��{����}�rO�OsY|~sY�Y|(¢p��¾ 4��?¨y���Y}���w=|�s����Á�Y}�r{�?���Wr®�W���®�x|�}�|�s � ��}Y�O�<r{sY����sY|��Y�{�sY�Ou��x��sY� � ����¾�³x�{�W�<����w�O

dz∗(s)

ds
=

da(u)

du

∣

∣

∣

u=s+µ−µz∗(s)

(

1 − µ
dz∗(s)

ds

)

,
¢p��¾ /��?¨

�Oz{�����@r
dz∗(s)

ds
=

a
′

(s+ µ− µz∗(s))

1 + µa′(s+ µ− µz∗(s))
.

¢p��¾ /,�<¨
¿x}Y�?w=|xz{�?���W���Y�����O�?u���zO�?rOw.�Y}Y|~�O�O}Wr{ ��?�?rOsY����ç·�éè<êv��w=|~|~w

a(0) = 1, a
′

(0) = −a1.
¢p��¾ /��O¨

¦�z{�?�À��r½���Y�&�Y|~}Y�O�?���®��������r{��¢p��¾ /Oº?¨��{�����Y�{��¬? ��O��¢ �W¾ 4�/?¨Å�&�Y}Y��w=|~s������Y}�rO�O�����ë®�O�Y��zTr{�Y�Á��}Y���Otv�Y������|�s��Y�Á��}Y|��W|��WrY�Ww=�TÂ&s������¡�����Y��zTrOz{¬�����z{�

P(τ <∞) = lim
s→0

E{e−sτ} = lim
s→0

π(s, 0) = lim
s→0

µ(1 − z∗(s))

s+ µ− µz∗(s)

= − lim
s→0

µ
(dz∗(s)

ds

/

(

1 − µ
dz∗(s)

ds

)

)

= −µ lim
s→0

a
′

(s+ µ− µz∗(s)) = µa1 < 1.
¢ �W¾ /��?¨

¶°s�r{���O�~�Y�YsY��w=�TÂ�sY�&�Otv����������z{¬
P(ϑ <∞) = lim

s→0
E{e−sϑ} = lim

s→0
π(0, s) = lim

s→0

µ(a(s) − z∗(0))

µ− µz∗(0) − s

= lim
s→0

µ
a(s) − 1

(−s)
= µ lim

s→0

a
′

(s)

−1
= µa1 .

¢p��¾ /�6{¨
¶[Ä�z{�x�? �s�rT��rO|�zT���Yz{�®�®��������r{|?���<�?�À��r

µa1 6 1
�{���W�<�Wr{uYsYtv|§�?|����Y���YsYt

τ
�å��|�}Y�Y�¡� ~rOs��Yz{�?��z{���

ϑ
�=�Y|~}Y�Y�¡�Á�Y}��?��zO�T��sY|«��w=|~©«z��Y}�rO�O����¬?sY�Ou��x��sY� � �Y��}�r?���Y}�|��W|���|��sY�����Y���?�����O��¬O�Y�

�Y}Y�
s1 → 0, s2 → 0 π(s1, s2) → P(ϑ <∞, τ <∞) = π(0, 0) = µa1,

¢p��¾ /�4?¨
zT¾ |?¾�����ª,|~��z{�O�?|�z®sY|½}�r{�?s�r���sY�¡��©
�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬W�?�«�<�?z{�O}��Ou�Ä�zO���O|����Y�Y��sYt�w=�O�~�<z�Y}Y�Ys���wyr{z{¬��O|¡�����Os�|��YsY�,�O�{�W¬OÉ,��|° �s�rT��|�sY����¾��°�Ws�rO�����O��}Y���<�����?�O�Y�����?sY|��Ys��?��zO��{¾ ��¾

τ
���O¾ �W¾

ϑ
�?��rO �tv�<r{|�z?�À���Y}�rO�O����¬?sY�Ouå�<z�rO����rO�

P(ϑ <∞|τ <∞) = 1 ,
¢p��¾ /�/<¨



s�� s��À«"O�§JHoU ¤¡HM �§
©�HkOäPMR�¦û§JH!T�O��~N�HM � �§�L�P¡HJNJK�OQPMR�¦ /+6
�YzO���?tvz{|���rO|�z&�Y �¢ �W¾ /�4?¨��7¢ ��¾ /��<¨�¾
q��Y����������|��W�?�?rOsY���Á�?z{�O}��O���&���W�<�Wr��4¢²��w§¾å¢p��¾ /Y¼T¨ ¨�sY|�zO}Y�~�WsY���Y�?��rO ~rOz{¬����YzO�

π(s1, s2) → 1
�Y}��

s1 → 0, s2 → 0,
¢ �W¾6¼¡ºOº<¨

|¡�����
µa1 > 1

¾�D�z{�4�O ~s�rT��rO|�zT�å�YzO�$|¡�����.������zO|~wyr$sY|Á��|�}Y|~��}Y�<Â(|~s�rY�JzT¾ |?¾
µ >

1/a1
�9zO�_�Y|�}��Y�¡�Wt  ~rOs��Yz{�?��z{���1�Y}��?��zO�T�[�?��r{ �tv�<r{©½zO�À���Y}Wr{�O�Y��¬OsYt°w=���O¾ �W¾9�������|��W�?�?rOz{|���¬?sY���J�±Ä�z{�<w ��������r{|���w=|~|�z7��w=t°���[��zTrO�O�YzO¬$�?�O�Y}Y�<���±s�r{�?�TÂ��W|~sY�Y�w=�<w=|�sYz{�?�����O�?z{�O|~zO��zO�O��©«ª(���Á�&¾ }�¾�°�WsWr{���Á��}Y|�Â��W|?�å�Y|¡w ��|�}Y|~uYz{�±sY|����?��}�|�����z{�O|~sYsY���±�Otv�Y�W����|~sY�Y©ØÄ�zO���±w=�<w=|�s��z{�?�����?�O�O ~s�rT�Y��w±���Y�������O�?��z{�?r

zk =
d(k)z∗(s)

dsk

∣

∣

∣

s=0
, k>1

¢ �W¾6¼¡ºY¼T¨
�­�Y}�|��W�<r{}Y�YzO|���¬?sY�1�Y�¡�����Y�Yz�r{|¡w s�|~�����O��¬O���[z�r{�Y�����O|����Y�Y��s
�W���®�x|�}�|�s � ��}Y�{�¢p��¾ 4��O¨W�Y�v��}�r{�?���WrOw��W���®�x|~}Y|�s � �Y}Y�?�?r{s����½sY|��Y�OsY�?uR�x��sY� � �Y��¢£rOs�r��W�O�����YsY�®¢ �W¾ /��?¨ ¨�¾¥å�O�À��r�����rO�Ás�|�z{}Y�~�Ws����Y}Y�O�?|�}Y��z{¬����Y�O�����Y��w

z1 =
a

′

(µ− µz0)

1 + µa′(µ− µz0)
;

¢p��¾Ï¼~º?¹?¨

z2 =
a

′′

(µ− µz0)
(

1 + µa′(µ− µz0)
)3 ;

¢p��¾Ï¼~º��<¨
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�À�W|9�«��rT�Y|~��z{�O|y��}Y|��W|��Wr

z∗(s)
�°sY�¡��|U�Y�¡����z�r{�{�W|�s

z∗(0) = z0
�����O}�|�sY¬°��}�rO�OsY|~sY���¢p��¾ /?¹O¨�¾¦&��s�rO�<�?sY| � �Y��rOw=���Y|~}Y�Otv|½�W�<r&w=�?w=|�s�zTr

Eτ = −
d

ds
π(s, 0)

∣

∣

s=0
=

1

µ(1 − z0)
;

¢p��¾Ï¼~º,��¨
Eτ2 =

d2

ds2
π(s, 0)

∣

∣

s=0
=

2(1− µz1)

µ2(1 − z0)2
;

¢p��¾Ï¼~º��?¨
Eϑ = −

d

ds
π(0, s)

∣

∣

s=0
=

µa1 − 1

µ(1 − z0)
;

¢p��¾Ï¼~º��<¨
Eϑ2 =

d2

ds2
π(0, s)

∣

∣

s=0
=

µ2a2(1 − z0) − 2(µa1 − 1)

µ2(1 − z0)2
;

¢p��¾Ï¼~º�6O¨
E(τϑ) =

∂2π(s1, s2)

∂s1∂s2

∣

∣

∣

s1=s2=0
=

µa1 − µz1(µa1 − 1) − 2

µ2(1 − z0)2
.
¢p��¾Ï¼~º�4<¨

]��=ý�þ*���
����=��
�
'�þu�e��=Wü=ý�û,��="���
�Jþu��=ª�<üÅüJÿ%;f�
��)E>+��=	��'	�YýWþU����#�ýu���?üe=�>LJ���Yû0��þd#Ý'ED���û���þu�f�Jý��
��)?üJý$�Oý >��
�
'	`±ü
�?ü�����¬Ì9�����Á���{���TÂ��Yz{¬����x�O}�w=�¡��|&¢ �W¾ 4�/?¨
s1 = s2 = s

��z{��w=t����{�����Y��w.�O�����Y}Y|~�O�{�}�rO ��?�?r{s����$ç·�éè<ê��x��sY� � ���4}WrO����}Y|��W|���|�s����±�O¾ �W¾ (τ + ϑ)
�v�����YzO|���¬?sY�?��z{� � �Y���Wr}�rO�O�?z{t����W��z{|¡w=t®�Wr���w=|�s�sY�

π(s, s) = E{e−s(τ+ϑ)} =
a(s) − z∗(s)

1 − z∗(s)
.

¢p��¾Ï¼~º�/<¨
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¸x|�z{}�����sY�(���O��r{ ¡r{z{¬W�O�Yz{�&w=�?w=|~sYz{t�Ä~z{�Ou���������rOuYsY�?u��O|����Y�Y�Ys�t1}�r{�?sYt����?�Oz{�?|�z����z{�?|�sYs��

E(τ + ϑ) =
a1

1 − z0
;

¢ �W¾6¼?¼~º<¨
E(τ + ϑ)2 =

a2(1 − z0) − 2a1z1
(1 − z0)2

.
¢ �W¾6¼?¼O¼T¨

1x|�z{�����±�OsY��wyrOz{|��W¬OsY���Y}Y�?�Y ��?�¡�����W�W�®�x|�}Y|~s � �Y}Y�?�?rOsY�Y|��4��}Y�T�Y�O�Y���W�<��z�r��z{�O��sY�(�?sY��wyrOsY�����Á�?�����W�Y�Y�?�?��zO����w=�TÂ&s��,�Otv�?|~��z{��sY|Rz{�O��¬O�����W©«�O��©��Y R�Y}Y�Y�?|���W|�s�sYt§�&�x�?}�w=�¡�å�{sY�,��s�r{uYzO�&��©«�?tv|U�W}Y�����Y|½w=�?w=|�s�z{t1����rO ~rOsYsYt§�,�?tvÉ,|°�x��sY���
� �Yu�}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�Yuå¾

=)�>=)�|= ��%�����b
	�
����(%�o��/���&%("qd�%(h&
��� ^z{���(��	�34�����
GI|Mµ|1|∞�w��	�b
	��
�
	c9
	��
�
%����jo����)�!��%&
����

³x�?��z{¬
K−

�Y�W������ ~r{�Y�O�O�å�O�O�<�����<Â�|�sYsYt§�& ~r,�Y|�}��Y�¡�Á ~rOs��Yz{�<��z{��������z{|~w=t®¾+�x��s�����Yz{�
K ≥ 1

¾�¸®r{É(r � |���¬&ãÁsWr{uYz{����r{}�r?w=|�z{}�t
}WrO����}Y|��W|���|�s����
P(K = j), j ≥ 1Ä�z{�?u���������rOuYsY�OuÁ�O|����Y�Y�Ys�t®¾q��Y��}�|�É,|~sY���& ~r���rT�Y�,}WrO���~w=�Oz{}���w��<���Y�<w=�O��rOz{|���¬?sYtv|§��������rOuYsYtv|§�O|����Y�Y�Ys�t

K(i), i ≥ 0
�@���Oz{�?}Ytv|(��}Y|�����z�r{�{���Y©«z����O�?�Ou$�<�O���Y�Y|¡��z{�?�� ¡r��Y�O�?���@�O�<�����<Â��Y�?rO|��w=t§����z{|��Y|~sY�Y|����?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½ª,|��~���Y|~}Y�Y�¡��r� ~rOs��Yz{�?��z{�±������z{|~w=t

τ(i)
�·�O�?|��W|~s��sY�O�~�½�R�Y}Y|��WtU�W��ª,|¡w }�rO ��W|���|O¾�¦x U�O�Y}�|��W|���|�sY�Y�

τ(i)
�O�Y|~�O����sY���T�Yz{�

K(i) ≥ i+1
¾

¿x}Y�?w=|xz{�?���W�
K(0)

d
= K

¾�½�O�O ~s�rT�Y��w
qi(j) = P

(

K(i) = i+ 1 + j
)

, j ≥ 0 .
¢ �W¾6¼?¼¡¹O¨

�x��sY�W����z{���Y}Y�
j = 0

�(�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬?©
qi(0)

�Y}Y�?���À�?�¡�W��z����?�Otvz{�Y| {

K(i) =

i + 1
} ����z{�����?�Oz{�?|�zO��z{�O�?|�z�}�rO�~��w=�?z{}Y|�s�sY�?w=�$����}Y|��WtU���<ª(|~w
}�rO ��W|���|���������rO©,����O�À��rR ~rx��}Y�?w=|�Â&��z{�?���O}Y|¡w=|�sY�

en
w=|�Â��W���Y}Y���<�¡�W�?w$ ~r{�Y�O�Y�å���Oz{�Y}�tv�OÉ,|~u � �Y���

(τ(i), ϑ(i))
�?��w=�?w=|~sYz{�<w$��}Y���?�¡�@rR����|����<©½ª,|~u� ¡rxsY|�u&�?�Y|�}Y|��WsY�?u� ¡r��Y�?�Y���{���W��z{|��wyr��<���Y|~�?rO|�z��?�?�����<Â&��z{¬Á�<��|���w=|�©½ª,�Y|¡�À����sY|�u$ ~r{�Y�O�Y��¾e�½�?�O �sWrT��r����O|����Y�Y��sY�

∑i+1
k=1 si = τ(i) = u

�����Y�YzOtv�?r����O�Yz{�
en > u

�{�Y���x�?}�w=�¡��|v�Y�{�WsY�Ou&�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{��Y�{�W�<����w

qi(0) =

∫ ∞

0

P (en > u) dBi+1
∗ (u)

=

∫ ∞

0

(

1 −A(u)
)

dBi+1
∗ (u)

=

∫ ∞

0

µ
(µu)i

i!
e−µu

(

1 −A(u)
)

du
¢ �W¾6¼?¼l�?¨

Ì9������Â�|®�O�<�����<Â��Y�?rOsY�Y|xsY|® ¡r{��r{sY���Y�?rO|�zO�À�������Y}Y���<�¡��r,�?�Y|�}�|��WsY�?u� ~r��Y�?�Y���z{�,�vw=�<w=|�sYz�r
Tn+1

|�|v�Y}Y�Y�?�¡��rxs�rT���Ys�r{|~zO�À�(s��O�Otvu&�Y|~}Y�Y�¡�� ¡r{s��Yz{�<��z{��������zO|~w=t®�r���w=|�sYs����Y|�}Y���¡�
τ(i+ 1 −m)

�Y�À��|R���������
m, 0 ≤ m ≤ i

�O ~s�rT��rO|�z,���O���Y�Y|¡��z{�?� ~r{�Y�O�O�å�Y���Oz{�?}Ytv|,���W��z{|¡wyr��?���Y|���r��O�<�����<Â��Yz{¬� ¡r��Y|~}Y�Y�¡�$�?}Y|~w=|~sY�
en
¾�¥År{����rO�



s�� s��À«"O�§JHoU ¤¡HM �§
©�HkOäPMR�¦û§JH!T�O��~N�HM � �§�L�P¡HJNJK�OQPMR�¦ /�/
�Y}��®Ä�z{�<wÁ�?��r{ �tv�<r{|~zO�À�

τ(i) = en+τ(i+1−m)
�Tr§ ~r

en
�Ot§���v�?�?���W�?Â�|�sY�§}Y�?�OsY�

m ¡r��Y�O�?���Tz{�R���Y��z{�?���W���Yz{�O�?t� ¡rx�Y|�}��Y�¡�
τ(i)

�Ot§���x� � |����?w$�O�<�����<Â(|~sY� (i+1+j) ¡r��Y�O�?����w=t
�W�O�YÂ�sYt��O�<�����<Â��Yz{¬� ¡r��Y|~}Y�Y�¡�
τ(i + 1 −m)

}Y�O�?sYt°w[���Y|~z{�?w[|~ª,|
(i+1−m+j)

É,zO�<�å¾T¸x�½z{�O�À�@rv�Y ��ì ~r°sY|� ¡r{�O�W����w=�<��z{��}WrO���~wyr{z{}��Y�?rO|~w=t§�®���O�?tvz{�Yus�r«sY|9��|�}Y|¡����r{©½ª,�����À�x�?}Y|~w=|~sYsYt§�®�YsYzO|�}Y�<r��Wr{�x�(z{}Y|~�O�O�<r{sY�Y�x�¡��sY�O�?}Y|~w=|~sYsY�?��z{����Á�Otv�Y�O��sY|�s��������Y�{�W�<����w

P
(

K(i) = i+1+ j
)

= P
(

m
É(z{���� ¡r

en = u
)

·P
(

K(i+1−m) = i+1−m+ j
)

.

�½z{�����@r(�����x�O}�w=�¡��|x�Y�O��sY�Ou��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{��w=�TÂ�sY�& ~rO�Y����rOz{¬

qi(j) =

i
∑

m=0

∫ ∞

0

(µu)m

m!
e−µu dA(u) qi+1−m(j − 1) , j ≥ 1 .

¢ ��¾Ï¼O¼l�<¨

´yrO�~��w=�OzO}Y��w_��r���|~|x�Y}Y�O�� ��O�¡�W�Yª,��©
�x��sY� � �Y©­�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{� qi(j) O

a
q i (z) =

∞
∑

j=0

zj qi(j)
¢ �W¾6¼?¼0�?¨

ÈUtv}�r{Â(|�s����
¢p��¾Ï¼O¼l�<¨(��¢p��¾Ï¼O¼l�<¨(�Y�O ~�O�O�Y�Y©«z4�Y�{�W�<���Yz{¬4���Y�­¢ �W¾6¼?¼0�?¨(����|����<©½ª,|~|�Y}�|�����zTrO�{��|~sY�Y|

a
q i (z) = qi(0) +

∞
∑

j=1

zj
i

∑

m=0

qi+1−m(j − 1)

∫ ∞

0

(µu)m

m!
e−µu dA(u)

= qi(0) + z

i
∑

m=0

a
q i+1−m (z)

∫ ∞

0

(µu)m

m!
e−µu dA(u), i>0,

¢ �W¾6¼?¼l�?¨

�À�W|x ~s�rT�Y|�s��Y|x�O|�}��T�Yz{sY�?��z{�
qi(0)

�O��}Y|��W|���|�s�����¢p��¾Ï¼O¼l�<¨�¾
�½�Y}Y|��W|��W��w4z{|��Y|~}Y¬x�W�?�OuYs��O|v�Y}Y|~�O�?}�r{ ~�O�?rOsY�Y|9ã(����|��W��©«ª(�<© �x�<s�� � �Y©����<wJ����W|�����sYt§�Á�Y|�}Y|¡w=|�sYs�t§�

Q(z, w) =
∞
∑

i=0

wi a
q i (z),

¢ �W¾6¼?¼[6O¨

���OzO�O}�r{���<���?sY|��Ys����Y�À�?�¡���YzO�À���&�O�O�WrO��z{�
|z|61, |w| < 1

¾
Ê½w=s��TÂ�r��Á�O�O|R��r?��z{�Á}�r{�?|�s���z{�?r�¢ �W¾6¼?¼l�?¨Æs�r

wi ������wyw=�Y}Y�{���Y� i �Oz 0
�W�

∞
���
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�������{��¬? ��{�4¢ ��¾Ï¼O¼Z6{¨��@¢p��¾Ï¼O¼0�?¨������{�����Y��w

Q(z, w) =

∞
∑

i=0

wi

∫ ∞

0

µ
(µu)i

i!
e−µu

(

1 −A(u)
)

du

+ z

∞
∑

i=0

wi
i

∑

m=0

a
q i+1−m (z)

∫ ∞

0

(µu)m

m!
e−µu dA(u)

= µ

∫ ∞

0

e−(µ−µw)u
(

1 −A(u)
)

du

+ z

∫ ∞

0

∞
∑

m=0

wm (µu)m

m!

∞
∑

i=m

wi−m a
q i+1−m (z) e−µu dA(u)

= µ

∫ ∞

0

e−(µ−µw)udu− µ

∫ ∞

0

e−(µ−µw)uA(u) du

+ z

∫ ∞

0

e−(µ−µw)udA(u)
1

w

(

Q(z, w)−
a
q0 (z)

)

=
µ

µ− µw

(

1 − a(µ− µw)
)

+
z

w
a(µ− µw)

(

Q(z, w)−
a
q0 (z)

) ¢ �W¾6¼?¼l4<¨
¦®���Y�O��¬O ~�{��¢ �W¾6¼?¼l4<¨��Tw=�TÂ&s��«�Y�O�����Y�Yz{¬«���Y�&�x�<s�� � �Y� Q(z, w)

����|��W��©«ª,|~|��?t§�}�r�Â�|�sY��|bO

Q(z, w) =
w

1−w

(

1 − a(µ− µw)
)

− za(µ− µw)
a
q0 (z)

w − za(µ− µw)

¢ �W¾6¼?¼l/<¨
¥årO����rO���Y�����?�O|¡w=���O��}Y|��W|���|�s��Y©L�x��sY� � ��� Q(z, w)

�W�{��Â&sWr&�Otvz{¬��?��}�rOsY�Y�Y|~s��sY�Ou±���?�{�Wr?��z{�
|z|61, |w| < 1

�år� ~s�rOw=|~s�r{z{|���¬_¢ �W¾6¼?¼l/<¨��·��r{�7w=tÃ�<Â(|� �sWr{|~w§���w=|�|~z&|��W�YsW��z{�?|�sYsYtvu����O}�|�sY¬
w∗ = w∗(z)

���Y�O�Y�Y©«ª(�Yu��À��}Y|�É(|�sY�Y|¡w.��}�rO�OsY|~sY���
w∗ = z a(µ− µw∗) ,

¢ �W¾6¼T¹{º<¨
z{�����Y�����W�Yz{|��W¬ ¢ ��¾Ï¼O¼0/?¨�z{�TÂ�|«���{�YÂ�|�s��O�O}Wr{ª(rOz{¬?�À���&sY�¡��¬���}Y�

w = w∗(z)
¾Í9��|����O�?rOz{|��W¬OsY�W��w=t�w=�TÂ(|¡w_s�rO�Y���~r{z{¬W���Yz{�

a
q0 (z) =

w∗(1 − a(µ− µw∗))

(1 − w∗)za(µ− µw∗)
=

1 − a(µ− µw∗))

(1 − w∗)
=

z − w∗

z(1− w∗)

¢ �W¾6¼T¹�¼T¨
È��? ��?}�r{ª�r�����¬,�Á�?�Y}Y|���|���|~sY�Y©Ã¢ ��¾Ï¼O¼[�O¨Æ�Y}Y�O�� ��O�¡�W�Yª,�����x��sY� � ��u a

q i (z), i>0�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{|~u
qi(j), j>0

�Æ�Y�O�����Y��w ���Y���Ys�z{|�}Y|¡����©«ª(|��~�7s�rO� ��������r��
i = 0

����|��W��©½ª,|�|®�?tv}�r�Â�|�sY��|bO
a
q0 (z) =

∞
∑

j=0

zj q0(j) =
∞
∑

j=0

zj P
(

K = j+1
)

=
1

z

∞
∑

j=0

zj+1 P
(

K = j+1
) ¢ �W¾6¼T¹O¹?¨



s�� s��À«"O�§JHoU ¤¡HM �§
©�HkOäPMR�¦û§JH!T�O��~N�HM � �§�L�P¡HJNJK�OQPMR�¦ ¼~º�¼
¦x  ¢ �W¾6¼T¹O¹?¨R��¢ ��¾Ï¼¡¹Y¼¡¨xw=�TÂ�sY���Y�O�����Y�Yz{¬��W�Y�_�Y}Y�?�Y ��?�¡���Yª,|~u4�x��sY� � �Y� ϕ(z)�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os��?��zO���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{|�u

P (K = j)
���W|��W��©«ª(|�|(�O���OsY�Wr{z{|���¬OsY�?|��Ot§�}�r{Â(|~sY�Y|bO

ϕ(z) =

∞
∑

j=1

zj P (K = j) = z
a
q0 (z) =

z − w∗

1 − w∗

¢p��¾Ï¼¡¹,�<¨
¿®r{��w=t��<Â(|� ~s�r{|¡w§�Y|����Ys���zO�O|�s�sYtvu����O}Y|~sY¬

w∗ = w∗(z)
�<}Wr{�Os�|�sY���7¢ �W¾6¼T¹{º<¨��w=|~|�z����W|��W��©«ª(��©LrO���Ww=�Yz{�OzO�Y�Y����}Y�

z → 1
O

lim
z→1

w∗ =

{

1,
|~�����

µa161;

z0(< 1),
|¡�����

µa1 > 1.

¢p��¾Ï¼¡¹Z��¨
³x}Y�

µa161
w=t�w=�TÂ(|¡w±s�r{u�z{���Y}Y|��W|��

ϕ(z)
�Y}Y�

z → 1
�Y�(�Y}�rO�O������ë®�O���Yz�r���Y������}Y�YsY��wyr{���?�&�OsY��wyrOsY�Y|?���Yz{�

dw∗(z)

dz
=

a(µ− µw∗(z))

1 + µza′(µ− µw∗(z))
→

1

1 − µa1
,
��}Y�

z → 1 .
¢ �W¾6¼T¹��?¨

q,|~u���z{�?�Yz{|���¬OsY�W���Y �¢ �W¾6¼T¹,�?¨9�7¢ �W¾6¼T¹��O¨9��w=|~|~w�O
lim
z→1

ϕ(z) = lim
z→1

1 − dw∗(z)/dz

−dw∗(z)/dz
= µa161 .

¢ �W¾6¼T¹,�<¨
Ì9������Â(|

µa1 > 1
��z{�

lim
z→1

ϕ(z) = 1,
¢ �W¾6¼T¹�6{¨

���y����|��W�?�?rOz{|���¬?sY���å�$Ä~z{�?wL��������r{|��{¾ ��¾
K
���Os�|��Ys�r$���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O© ¼?¾y¥år{����w�?�O}�rO ��?w§�

P(K <∞) =

{

1,
|~�����

µa1 > 1;

µa1,
|~�����

µa161.È­��������r{|?�W���O�À�@r
µa1 > 1

��w=|~|�z���w=t°���$���?�O�?}Y�Yz{¬Á��w=�<w=|�sYz�r�� }WrO����}Y|��W|���|�s�����O¾ �W¾
K
��s�rO�Y}Y��w=|~}��Y�����Y�{��¬? ��O�$¢ �W¾6¼T¹,�?¨9�7¢ �W¾6¼T¹��O¨��Yw=�TÂ�sY�&�Otv�Y�������Yz{¬

EK =

∞
∑

j=1

j P(K = j) = ϕ
′

(1) =
1

1 − w∗(1)
,

¢p��¾Ï¼¡¹,4<¨
�À�W|

w∗(1) = limz→1 w
∗(z)

¢²��w§¾J¢ ��¾Ï¼¡¹,�<¨ ¨�¾�½���OsY�Wr{z{|���¬OsY�?|��Otv}�r{Â(|~sY�Y|����Y�_��|�}Y�?�O��� w=�<w=|�sYz�r�}�rO���Y}Y|���|���|~sY���_�{¾ ��¾
K�Y}���w=|�z&�O���GO

EK =

{

1/(1− z0), µa1 > 1;

∞, µa1 = 1.

¢p��¾Ï¼¡¹,/<¨
ë®©«�?tv|Uw=�<w=|�sYzOt.�O�O��|�|��Ot°���O���O�~�«�Y�?}?������rv���Y��Ä�z{�?���«}WrO����}Y|��W|���|�s�����w=�?����z�?tvz{¬&�Otv�Y������|�s�t r{sWr����?���Y�Ys���¾
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|~}����~� �

a bdl��dcøi]i bdl�� ehcø÷dg�� g ó g��pc]kmg
n �dbdg�kml.� cø÷dgdg w � ò

¿x�?�À��r�w=t��Ys�z{|�}Y|¡���?|~wy�À���¡�Ws��?w=|�}�sYt°w=���<rO}�r{��z{|�}Y�W��z{�Y��r?w=�Á���W��z{|¡w.���(�<z�r{�Y���w=�7��r{�$���W�Ys�r��?�Y|�}Y|��W�7�����7���O���Y�Y|¡��z{�?�� ¡r��Y�?�O����sWr��?�¡�W�Yª,�����À��� ������z{|~w=|?�ÅzO����Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ(|�s��Y�����Y�?r?�����OsY�?�O�?��z{���O�?�¡�WsY�?�������Oz{�?��r�w=t����{������rO|~w7�Y}�� � |¡����t®����OzO�O}Ytv|4w=�O����z���w=|�z{¬����YÉ(¬�|��W�YsY���YsYtv|±����rT�Y�Y���§���O�Y ~rOsYsYtv| �W�Y�O�����Y}����?�O��W�<w1sY�?�O�Ou� ¡r��Y�?�Y�������Y�?�Á�(�?�<�¡�W�?w� ¡r��Y�O�����Y ��O�Y|~}Y|�����s�r��O�?�����<Â��Y�?rOsY�Y|����W��?�O�O�?ª,|��Y ����W��z{|¡w=tf��� �O���Os���r{sY���$�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�4���?�Oz{�?|�zO��z{�O|~sYsY�W¾�³x�T�?�TÂ��Y|��������r{uYs�tv| �Y}Y� � |~�~��t ��������|����O�?r{������¬7�[�W�_�?�O �s��Y�YsY�?�O|�s����[¥§�����?�.w=sY�?������Y}������TÂ(|~sY�����·���<���O�?|�sYs��Á���?�Y�{���?���Y�å�·�Oz{�Y�~��r �7�Y�{�����Y�Y���7���O�?|&s�r{ ~�?r{s��Y|&��rO�·,µu³[Å$¸l¯°¯ÄÎ�µ*³lÉå½[¸ÄÃ�¶+Ö�¶fàá¶�ÚZ¸²¾u¶ ¾Y¸x�YÂ(|®w=t }WrO���~w=�Oz{}���w_sY|~���Oz{�?}Ytv|x}Y|� ~�~�W¬�zTrOz{tÄ~z{������������|����O�?rOsY�Yu��Wr� ~rOz{|~w[�Y�����Os��Y}Y|�zOsYtv|,�Ys�z{|�}Y��}Y|�z�r � �Y������}Y��w=|�s�|�sY�Y�$�������z{|¡wyrOw����(¾
Å%�l� ® Û3~,Ô��°8�×§ÓÁÝ�× ÒQ�§Û�Æ�Ý�Ô�Ó�Û®á�Ó�Ö�~ßÕ�×§á�ÔvÞ��½Ó�Ô�Òä�½×J�
´yrO�~��w=�?z{}Y��w wyrO}Y���O�<���Y�Yu,�Y}Y� � |~��� {ξ(t), t>0}

�ÆsY|~�Y}Y|�}�tv�OsYt°w��?}Y|~w=|~sY|~w �®�W������Y}�|�z{sYt°w­w=s��TÂ(|~��z{�O�<w ���?��z{�T�YsY�Yu
{0, 1, . . .}

¾�i��~�W|¡w��Y}Y|��W�Y�{��r{��r{zO¬����YzO� �Y|�}�|���<�¡�WsYtv|��O|�}��T�Yz{sY�?��z{��Ä~z{�O�~���Y}Y� � |~���~r��?z¡���Y�YsYt#�Oz�sY�¡�Y�±z{�{��¬?���������±���?��|��WsY������?��zO�T�YsY�Yu������Y}Y�
h→ 0

P

(

ξ(t+ h) = n+ 1 | ξ(t) = n
)

= λn h + o(h) ,

P

(

ξ(t+ h) = n− 1 | ξ(t) = n
)

= µn h + o(h) ,

P

(

ξ(t+ h) = n | ξ(t) = n
)

= 1 − (λn + µn) h + o(h)),
¢ ��¾Ï¼¡¨

�À�W|®���?s���z�r{s�zTr?w=�
λn>0

�
µn>0

�O�O�? �s�rT��|�sYt �YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{���Ws�r{ ~tv�?r{|¡w=tv|®�Ys��z{|~s������OsY�<��z¡��w=��}Y�TÂ��W|~sY��� �4���Y�?|����$���O�?z{�O|~zO��zO�O|�s�sY�������Oz{�?}Ytv|(Ä¡r{�?���À�Yz��Oz����O���z{�T�YsY���
n
��r��<�?s���z�rOsYz�r

µ0 = 0
¾

¼~º��
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¶°s�r{���Y ���}Y�{�.�<��|Á�O�O ¡w=�TÂ�sYtv|��Y|~}Y|��<�¡�WtØw=|�Â��W�.���?��zO�T�YsY����w=�_�Y}��

h → 0
�sY|�zO}Y�~�WsY�,�?tv�O|¡��z{������|��W��©½ª,�Y|§�����®�x|�}Y|~s � ��r{��¬Os�tv|v�<}Wr{�Os�|�sY�����������O|�}��T�Yz{sY�{���z{|~u

Pn(t) = P(ξ(t) = n)
O

P
′

0(t) = −λ0P0(t) + µ1P1(t) ,

P
′

n(t) = λn−1Pn−1(t) − (λn + µn)Pn(t) + µn+1Pn+1(t) , n>1 .
¢ ��¾ ¹O¨

¸®rO�R�O�~�W��z&�YsYz{|~}Y|~���O�<r{z{¬���z�r � �Y�OsWr{}YsYtv|&¢Ç�<��z�r{s��O�O���OÉ,��|~�À�W¨9�O|�}��T�Yz{sY�?��z{�
Pn = lim

t→∞
Pn(t),

∑

n>0

Pn = 1 .
¢ ��¾ �?¨

¶1z�r{�&��r{�&��z�r � ���Os�rO}YsY�?��z{¬x�Y}Y|��W�Y�{��r{��r{|~zT���Yz{� limt→∞ P
′

n(t) = 0
�{z{�R���������s�r��<�TÂ��W|�sY�Y��s�rOw �Y�?z{}Y|��?�O|~zO�À�$}Y|~É,�YzO¬ ����|��W��©«ª,��©Ø���W��z{|¡w=�4r{����|~�O}�rO�Y�Y|~���Y�����}�r{�?sY|�sY��u�����|��~�������{������rO|~w=��©��Y �¢r�Y¾ ¹?¨

−λ0P0 + µ1P1 = 0,

λn−1Pn−1 − (λn + µn)Pn + µn+1Pn+1 = 0 , n>1 .
¢ ��¾ �<¨

q��Y�Á}�|�É,|~sY����Ä�z{�?u�������zO|~w=t� ~r?w=|�z{��w§���Yz{�� ~r?w=|�s�r��Y|~}Y|~w=|~sYsYt§�
un = µnPn − λn−1Pn−1, n>1

¢ ��¾5�O¨
�Y}Y�Y�?�¡�W�Yz&������z{|~w=�4¢r�Y¾ ��¨U������|��W��©½ª,|~w=�Á�O�����

u1 = 0 ,

un+1 − un = 0 , n>1 ,
¢ ��¾ �?¨

���Oz{�?}�r������?�Y|��?���WsY�W�<�Ww=|�|�z&|��W�Ys���z{�O|~sYsY�O|®}�|�É,|~sY�Y|
un ≡ 0, n>1

¾�½z{�Y�~��r&sY|~z{}Y�~�WsY�����{�����Y�YzO¬
Pn =

λn−1

µn
Pn−1 = . . . =

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn
P0 .

¢r��¾76{¨
Ì9���W���?�O�? �s�rT�Y��z{¬

πn =
λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn
, n>1 ,

�Á�Y�O���TÂ��Yz{¬
π0 = 1 ,

¢ ��¾ 4?¨
z{���R���Y|�z{�<w.�<�����?�O���ÁsY�O}�w=��}Y�O�?�Y� ∑

n>0 Pn = 1
���O���Os���r{z{|���¬Os��(�Y�O�����Y��w

Pn = πn P0 , P0 =
(

1 +
∑

n>1

πn

)−1

=
(

∑

n>0

πn

)−1

.
¢r��¾ /?¨

ÈU���W��w§���Yz{�_|¡�����1���Y}Y� � |~���~r±}Y�TÂ��W|�s����1���~�Y�O|���������ª(|~��zO�O��©«z±�Y}Y|��W|��W¬OsYtv|�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{�±¢r�Y¾ �<¨9�?z¡���Y�YsYtv|®�?z(s��~������z{�(�W�O�YÂ(|~s��À�<�¡�W�Yz{¬<�À��}<���
∞
∑

j=0

πj < ∞ .
¢r�Y¾6¼¡º?¨



À+� ����HM 
P¡HJNJPM¢£O��ßLÔ©�L��¡§
Oª©äR¡ �§
R��MR÷«ÛHoU�OQKMR
Mλ|Mµ|M |N

¼~º��
¦x vz{|~�O}Y�Y��wyrO}Y���O�<���Y�����Y}Y� � |~�~���O�x�Y ~�O|¡��z{sY�W�{�Yz{�®���Y���Y}Y� � |~�~��r®�������Y|�zOsYt°w�Y�W�����<w.���<��z{�T�Ys��Yu���}Y|���sY|�|® ~s�rT�Y|�s��Y|x�O}Y|¡w=|�sY���Y|�}�|��?�¡�@r

E τn,n+1 =
1

λnπn

n
∑

j=0

πj , n>0 ,
¢ ��¾Ï¼O¼T¨

�À�W|
τn,n+1 = inf

{

t : X(t) = n+ 1, X(0) = n
}

, n>0 .
¢ ��¾Ï¼¡¹?¨

³x}Y��Ä�zO�?w$�Y}Y� � |~���U�?����|�zR}Y|��~�~���Y}YsYt°w§�OzO�R|¡��z{¬��U�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬O©[|��W��sY� � rR�O}�|~wJ�|~���&�<�?�¡��r,s�r&�O|¡�����OsY|~�YsY�<��z{¬(�O��r�Â�|�zO�À���O|��W�Y������|~�����Á���Y����©«�?�O���
x > 0

lim
n→∞

P
(

τ0,n > x
)

= 1 ,
¢ ��¾Ï¼l�<¨

�YzO�,�W�Y����}Y� � |¡���~r(}��TÂ(��|�sY���������Y�?|�����}�r{�?sY�?������¬?sY�(zO}Y|��?�O�?rOsY�Y©
∞
∑

n=0

1

λnπn

n
∑

j=0

πj = ∞
¢ ��¾Ï¼°��¨

ÊÆ�����O�?����¢r�Y¾6¼¡º?¨«��¢ ��¾Ï¼°��¨«�?��r{ �tv�<r{©½zO�À� sY|��?�T�?�¡�W�Ww=t°w=� � ���?��z�rOz{�O�Ys�t°w=�$�<�����O��?����w=������ª(|~��zO�O�O�<r{sY�Y����|��W�YsW��z{�?|�sYsY�<��z{�4��z�r � �Y�Os�rO}YsY�?����}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY��� ���Y��Y}�� � |¡����r°}Y�TÂ��W|�sY�Y���,�����O|��W����s�rO �tv�?rO©«zO�À� ÑÄµu¶$´2¸ëµu¶$¸²± $2®Èµ�¾u¶�Ãu®ZÕÓúU®ZÑ �uµ*¸làá³Âµ�®ìaá*Æ¢¡¬ë`��êÁ��
�Ë&£	ÆÁàªÆ�¤ íU¥��gé�¦<�`�Óí ¾¸®r{���?w=sY��w |�ª(|�}Wr{ O�y��z{�±�Y|�}Y�?�O|��?�����O�?�Y|Á��rO}�r{s�z{�Y}Y�?|�zT�y�$�WrO��zOsY�?��z{���Æ�YzO���zTr � �Y�?s�r{}Ys��O|� �s�rT�Y|~sY�Y| P0 6= 0
�9r± �s�rT���Yz±�

Pn
���Y�1���Os�|��YsYt§�� �s�rT�Y|~sY�Yu

nz{�TÂ�|x�O�~�W��z(s�|�sY�¡��|~�Ot°w=��¾

Å%�	0 Ñ]Ò9Ó�Ô�Õ®Ó�ÖØ××~,Û®á�Û®à_�R×§áÁÝ�Òä�«Ý�àÁÝÜ� Ô�8 ×#2�Ý
Mλ|Mµ|m|n

Í�s�rT�Wr��WrÁ�Y�O��r{Â(|~w§�@�YzO� ��������rOuYsYtvu4�Y}Y� � |~��� ν = {ν(t), t>0}
�·�?�Y����tv�<r{©½ª,�Yu���{�W�Y�Y|~��z{�O�4 ~r{�Y�O�?���ÅsWr��?�¡�W�Yª,�����À�_�±������zO|~w=|

Mλ|Mµ|m|n
�=�Y�O�Y�Y|�zO�À���Y}Y� � |~������?w }��TÂ(��|�sY���&�&���Y�?|����å����sWr{u��W|¡w��W�Y��s�|��������O�?z{�O|~zO��z{�?��©«ª,��|��Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO�¯�}Y�TÂ��W|�sY�Y�Å¯��±¯����Y�?|����J¯�¾È§����|�����zO�O�Y|�wyr{}Y���O�<�����O�~�����O�?u���zO�?r.¯��OzO���<z?��z{�?�Y|���r?wJ�Yz{�Å¯ö�.sY|� ¡r{�O�W����w=�O���z{�.�O�?�¡�WsY�?��� ���Oz{�?��r��Oz$�O}Y|¡w=|�s.�?�?�����<Â&���?r{s��������W�Y�.�Y|~}Y|��<�¡�WsYt§�7�O|~}Y�T�Yz{sY�O���z{|�u.w=|�Â��W�_���?�Otvz{����w=�

{ν(t) = k }, (06k6m + n)
�Y}Y��wyr{���?w

h → 0
������?|�}Y�T�Yz{s��?��zO|�u���|�}Y|��?�¡�W�?�(�Y ®sWrT��r���¬?sY�O�~�(���?��zO�T�YsY���Á�Ww=|�|~w

P
(

ν(t+ h) = 0
∣

∣ ν(t) = 0
)

= e−λh = 1 − λh+ o(h) ;

P
(

ν(t+ h) = 1
∣

∣ ν(t) = 0
)

= 1 − e−λh = λh+ o(h) .
¢ ��¾Ï¼0�O¨

q��Y�(�Y}Y�O�� ��O�O��¬Os�t§�x ~s�rT�Y|~sY�Yu
k
�Y�{�W�<����w �Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬½�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y���¡���O�Oz{��?|�zO��z{�O��©«ª(��©[��������r{©

k, (k6m)
�Wr{}�r{�Y��|��W¬OsY�R}�r{�?�Oz�r{©½ª,������|�}��O|�}��O���T�Y}��Y�Y|~w



¼~º�� I�KML�NJL�À���¤�©�H�Â�Oß � ¡©�HS��U�OQPMR�¦æRaIeR�RkOQKMR¥Nf¤�©QRMK¡HS� OQPMRMR��å§�«ÛH
sY|�s��~�W|��Otv|®�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{���Y|�}Y|��?�¡�W�?�&�����?��|��Ws��Y|����<��z{�T�YsY�Y���?�����<z ¢£�� ~rO�O������w=�{���z{���?z����?sY�Y}Y|~z{sY�O�~�( ~s�rT�Y|~sY���

k
¨U�O�Y}Y|��W|����Yz{¬?�À��sY|®�¡�W�Ys�rO���O�O�W�<r���w=|~sYsY�

(I)
|¡�����

16k6m
��z{�

P
(

ν(t+ h) = k − 1
∣

∣ ν(t) = k
)

= e−λh
(

1 − e−kµh
)

= kµh+ o(h) ;

P
(

ν(t+ h) = k
∣

∣ ν(t) = k
)

= e−λh e−kµh = 1 − (λ+ kµ)h+ o(h) ;

P
(

ν(t+ h) = k + 1
∣

∣ ν(t) = k
)

=
(

1 − e−λh
)

e−kµh = λh+ o(h) ;
¢r�Y¾6¼0�?¨

(II)
|~�����,Â�|

m6k < m+n
�TÄ~z{�(zO}Y�&�O|�}��T�Yz{sY�?��z{�,�?�~�W��zR���O�OzO�O|�z?��z{�?|�sYsY�R}�rO�OsYt

mµh + o(h) ; 1 − (λ +mµ)h+ o(h) ; λh+ o(h) .
¢r�Y¾6¼Z6{¨

¿x}Y�?w=|(z{�O�~���@�Y�<�����{��¬?�Y���Y|�}�|��?�¡�4�Y ����?��z{�T�YsY���
{ν = m + n}

������|��W��©«ª,|~|( ¡rsY��w$���?��z{�T�YsY�Y|
{ν = m+n+1}

sY|~�O�? ~w=�TÂ(|~s��Tw=t±�W�{��Â&s�t_�Y�{�W�TÂ&��z{¬
λm+n = 0

¾È§��|J�W}Y���~�Y|y�Y|�}�|��?�¡��sYtv|y�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{��¢Ç��}Y�®�Y|�}�|��?�¡�@r��°sY|Æ�°���?��|��WsY��|Æ���?��z{�T�YsY���W¨�O��r{ ~tv�?rO©«zO�À��}Wr{�Os�t°w=�
o(h), h→ 0

¾È����W��w§���Yz{�&}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=tvu��Y}�� � |¡��� ν(t) �W|�uW��z{�?�Yz{|��W¬OsY�(�Y�{�Y�Y|~zO�À���Y}��{�� |~�~���<w ¯�}��TÂ(��|�sY���������Y�?|����Å¯��«��sYz{|�sW���Y�?sY�?��z~��w=�
λk = λ ,

�Y}Y�
06k < m+ n ;

µk =

{

kµ,
�Y}Y�

16k6m ;

mµ,
�Y}Y�

m6k6m+ n .

¢ ��¾Ï¼l4?¨
Í��O�?z{�O|~zO��z{�?��©«ª,��|��W�W�®�x|�}Y|~s � ��r{��¬OsYtv|���}�r{�?sY|�s�����¢£�~w§¾
��¾ ¹O¨ ¨½�Y}Y��w=��z�z{|���|�}Y¬����|��W��©«ª(�Yu��O���

P
′

0(t) = −λP0(t) + µP1(t) ;

P
′

k(t) = λPk−1(t) − (λ+ kµ)Pk(t) + (k + 1)µPk+1(t) , 16k6m ;

P
′

k(t) = λPk−1(t) − (λ+mµ)Pk(t) +mµPk+1(t) , m6k6m+ n− 1 ;

P
′

m+n(t) = λPm+n−1 − mµPm+n(t) .
¢r�Y¾6¼0/?¨

È�}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�?wÁ��������rO|y�?���W�O�O�Y�R��z�r � �Y�OsWr{}YsY�<��z{��¢ ��¾Ï¼~º?¨���¢ ��¾Ï¼°�<¨��?��r{ �t§��?rO©«zO�À��r{�?z{�?wyrOz{�Y�Y|¡���Y�&�Otv���{��sY|~sYsYt°w=���O�Y�?���<�O��¬O�����(sWrO�
λm+n = 0

¾<Í9��|��W�O�<r��z{|��W¬OsY�W�<��zTr � �Y�?s�r{}Ys�tv|°�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{��¢ ��¾ �?¨9����ª,|¡��z{�?�<©½z���w=�?����z,�?tvz{¬�s�rOu��W|�s�t��r{��}Y|�É(|�sY�������W|��W��©«ª(|�u�������z{|~w=t�r��W��|��?}�r{���Y|~���Y������}�rO�OsY|~sY�Yu
λP0 = µP1 ;

(λ+ kµ)Pk = λPk−1 + (k + 1)µPk+1 , 16k6m ;

(λ+mµ)Pk = λPk−1 +mµPk+1 , m6k6m+ n− 1 ;

mµPm+n = λPm+n−1 ,
¢ ��¾ ¹{º?¨

�Oz{�����@r(�?���OsY��rOz{|��W¬OsY���Y�{�W�<����w

Pk =

{

%k

k! P0,
�Y}Y�

06k6m ;
%k

m! mk−m P0,
�Y}Y�

m6k6m+ n ,
�À�W|®w=t �?�O�O ~s�rT�Y���W� ¢ ��¾ ¹�¼¡¨



À+� Q��ÀP�O��%HM§JHk©Q¢£O TªL� �§�PM¢£Oó 
K��?TªL�R ðÔ§kH��~«ÛHoU�OQKMR ¼~º+6
�?|����Y���YsY� ¶$Ã�´%¸ÄÃ$¯°¶$ÐZÃ$³Z¯Ä´2¶�´�µ�®ZÁª¶�Ñ�®

λ/µ = % ,
¢ ��¾ ¹O¹O¨

r� �sWrT�Y|�sY��|
P0
��s�r{u���|�sYsY�?|O����r{���?��|��À��r����Y ®�?�����O�?����sY�?}�w=�Y}Y�?�O�Y����}Wr{�Os��

P0 =
(

m
∑

i=0

%i

i!
+
%m

m!

n
∑

i=1

( %

m

)i
)−1

.
¢r��¾ ¹,�<¨

ÈU|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬
Pm+n

���Otv��������|~sYs�r{�Á���?� �WrO��sY�Á¢ ��¾ ¹�¼¡¨���sY�?���Yz����Y| � ��r���¬?sY�O|Rs�r{���w=|~sY�O�<r{sY��|=ã Ð,¸ëµu³ÄÖu´2Ã�³Z¯Ä´2¿M·�³[´%¸Óµu¶ �~z�rO����r{���½Ä�z{�<w����?��z{�T�YsY�Y�(������z{|~wyr«�Y�{��sWr�$|�u�s�|��Y�~��rÁ�Y}Y�YsY�Yz{¬Á�?�Y|�}�|��WsY��©f�Y}Y���<�¡���YÉ,��©# ~r��Y�?�Y�O¾@ÈU|������Y�Ys�rÁÄ�z{�?u��?|�}Y�O��Yz{s��?��zO��}�r{�?s��Y|�zO�À��z�r{��Â�|vz{�Ou��W�O��|v�O}�|~w=|�s���¢£�Oz®�?�Oª,|~���x�O}�|~w=|�s���}Wr{�O�?z{t�}�rO����~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�Ou����W��z{|¡w=t«¨��@��z{|~�Y|�sY��|,���Oz{�?}Y�Ou� ¡r��Y�O�������Y}����?�¡���Yª(�Y|®��������z{|¡w=�O�z{|~}<�Y©«zO�À��¾

Å%�gf ® ×§à&Ô��½Ô®á�ÖØ× Ü�Û�Òä�«Ó�ÖØ× Ò�2��&Ü�Û®Ý òä�½ÔM� � Ô�8 ×#2�Ý
��s��O����|��Y ~�O|¡��z{sYtv|U�®¥§���1wyrO}Y���O�?���Y�Y|Uw=�¡�W|����&���W��z{|¡w����[�Y�{�Y�Y©½zO�À�,��r?��z{sYt§�w=����������r{��w=�,}�r?����w=�?z{}Y|~sYsY�Ou,�OtvÉ,|U������z{|~w=t

Mλ|Mµ|m|n
¾�³x}Y�Y�?|��W|¡w��Y}Y��w=|~}YtsY|~���Oz{�?}Yt§���Y ®sY���·¾

1) n = 0−
���¡�W|���¬ÀD�}��Wr{s���r,z{|���|~�x�?sYsY�?u���zTrOs � �Y���x�Y�?z{|�}<��w=��¾q��Y���O|�}��T�Yz{sY�?��z{|�u����<��z{�T�Ys��YuÁz�rO�<�?u�������zO|~w=t
�Y �¢r�Y¾ ¹Y¼¡¨��4¢ ��¾ ¹,�<¨9���{�����Y��w

Pk =
%k/k!

1 + %+ . . .+ %m/m!
, k = 0, 1, . . . ,m .

¢ ��¾ ¹Z�<¨
³x}Y�

k = m
�� �¢r�Y¾ ¹,�<¨R�OtvzO|���r{|~z� �s�r?w=|�sY�Yz�r{�7�x�?}�w=�¡�Wr�D�}���r{sY��r�s�r{�?�TÂ��W|~sY����?|�}Y�T�Yz{s��?��zO�.�Y�?z{|�}Y¬����Y�1w=�¡�W|����.z{|���|~�x�?sYsY�?u���zTrOs � �Y�å¾äD�zTr4�x�O}Ww=�~��r$�?�Y|�}Y��?tv|,�Y�? ��O�O�����Wr�� � |~sY�Yz{¬��W�{�W©#�?}Y|~w=|~sY���@���O�À��r���z{|���|~�x�?sYsY�Ou$��z�r{s � �Y�$�(��w=|��©½ª,��w=���À�

m
���Ys�����w=�$���{�Y ����O�~�W��z�z{|~}?�YzO¬?�À� �O��|�}Y|��WsYtv|��Y}����?�¡���Yª(�Y|, ~�O�?sY�Y�¢£�?���W|�����z{�O�Y|x�Y�O��sY�?uÁ ¡r{s��Yz{�<��z{����w=|~©«ª(���<�À�Á���YsY�Yu�¨�¾

2) m = ∞, n = 0− § �+X[�+X�¨ Î ê1Ñ_¯��gX]_Ó� �â�gX]\ Ð�Î �]X<¯�¾¿R���Y|~sYz{t��?�?�����<Â&���?r{©½z,��|~�T����rOw=�Á�Y}Y�ÁÄ������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY�<w$}WrO����}Y|��W|���|�s��Y��?}Y|~w=|~sY���?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�����Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬O©
µ
¾@³x}��

m = ∞
�Y}Y|��WtU�W��ª(r{��w=�{��W|���¬&z{}�rOs����x�?}�w=�Y}Y�?|�zO�À���

Mλ|Mµ|∞
������z�r � �Y�Os�rO}YsYt°w.}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|~w

Pk =
%k

k!
e−% , k = 0, 1, . . .

¢ ��¾ ¹��O¨
D�z�r�w=�¡�W|���¬(�Y�{���Y|�zO�À���?�Y|�s�¬,�<�O}Y�?É,|�uÁr{�Y�Y}��O������wyr � �Y|~u�}Y|¡r���¬?sYt§��������z{|~w�����®�?�{��¬?É,��w��Y�W�����<w1��|�}��O|�}��O��¾*�½zOw=|�z{�Ww§����z{���Y}��

m → ∞
¢ ��¾ ¹Z�<¨v�?��|~�À��r&�Y|~}Y|���<�¡�W�Yz���¢ ��¾ ¹��?¨���zT¾ �å¾YÄ��������Oz{|~s � ��r{��¬OsYtvu�}<�����À�?�¡�W�Yz?�À���Y}Y����©½�O�?w % ¾



¼~º�4 I�KML�NJL�À���¤�©�H�Â�Oß � ¡©�HS��U�OQPMR�¦æRaIeR�RkOQKMR¥Nf¤�©QRMK¡HS� OQPMRMR��å§�«ÛH
3) n = ∞−

Í�����z{|¡wyr��R�O|~�����OsY|~�YsYt°w_}Wr{ ~w=|~}Y�?w.�O���x|�}Wr��ìs�r{���O���Yz{|�����¾ÊÆ�����?�O����¢r�Y¾6¼¡º?¨���¢r�Y¾6¼l�<¨@����ª(|~��zO�O�O�<r{sY�Y�½��z�r � �Y�Os�rO}YsY�?���§}�rO���Y}Y|��W|���|~sY����¢Ç�<�����O��O������z�r{�?����¬?sY�?��z{�Á�?�Y|�}�|��W�W¨U�&Ä~z{�?w���������rO|®�O�~�W��z&�Otv�Y�O��sY|~sYt®��|~�������O|��W�Y�Y�Ys�r�YsYz{|~s������OsY�<��z{��z{}�r?�x�Y��r�¢r��¾ ¹O¹?¨Æ�?�~�W|�z&�~�W�O�O��|�zO�O�O}<�Yz{¬&�<�����?�O�Y©
% < m .

¢r�Y¾ ¹��?¨
³x}Y��Ä�z{�<w���zTr � �Y�?s�r{}Ys�tv|R�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{�4¢ ��¾ ¹�¼T¨9�±¢r�Y¾ ¹��?¨��Y}Y�Ww=�<z��?���

Pk =

{

%k

k! P0,
��}Y�

06k6m ;
%k

m! mk−m P0,
�Y}Y�

k>m ,

P0 =
(

m−1
∑

i=0

%i

i!
+
%m

m!

∞
∑

i=0

( %

m

)i
)−1

.
¢ ��¾ ¹�6{¨

È����W|��W��©«ª(|~w�}�r{ ��W|��W|xw=t
���~����|��W�O|¡w_�Ot§�<�¡�WsY�?u��Y�?z{�O��Ä�z{�?u�������z{|~w=t
���Y�{���<��Y��w���sYz{|�}�|~��s�tvu(�(�O�Y|~sY¬«�<r�Â�sYtvu�}Y|~ ��¡��¬�z�r{z�¢£¥å|��O}�|~wyr�ikj�}Y��|¡¨��~�x���?�Oz{�?|�zO��z{�O����R�<�?z{�O}�t°w.Ä~z{�Oz&�Y�?z{�O���O��r{ ~tv�?rO|�zO�À���Y�<rO�~���Os��O�?���Y��w7����w=|~|�z&z{��Â(|x�YsYz{|~s������{�sY�?��z{¬�����z{�����{�?�¡�W�Yª,�YuÁ�Y�Oz{�?��¾
4) m = 1, n = ∞−

³x}Y�?��z{|�u�É(r���������z{|~wyr
Mλ|Mµ|1|∞

¾q��Y��Ä~z{�O�~����������r{�Á�<�����?�O�Y|®����ª(|~��zO�O�O�<r{sY�Y������rOw��O��� ��z�r � �Y�?s�r{}�sY�O�~�(}�r?����Y}Y|��W|���|~sY���_�W|������$�Y�{������rO©«zO�À�_�� Á�?tv}�r�Â�|�sY�Yu ¢r��¾ ¹,�<¨®�
¢r��¾ ¹�6O¨®�Y}�|��WtU�W��ª(|�����Y}Y��w=|~}�r&�Y}Y�
m = 1

�Á��w=|~©«z�����|��W��©½ª,�Yu��O���
Pk = %k(1 − %), k>0 , % < 1 .

¢ ��¾ ¹,4?¨
D�z{�Oz&}Y|~ ��¡��¬�z�r{z(s�rOw.�?�?}Y�OÉ(�, ~s�r{���?w§���Y�<�����{�W¬O�Y��w=t
|��~�(�<Â(|x�Y�O������r��W�Á}�rOsY|�|�Y}Y��sY|~ ~r{�?�����Ww=�?w_}WrO���~w=�Oz{}�|�sY�Y��Ä�zO�Ou��Y}Y�<��z{|~uYÉ,|~u�w=�¡��|�����¾
5) m = 1, n = N−

Í��W��z{|¡wyr��½�?��}�rOsY�Y�Y|~sYsYt°w��O���x|�}��?w
Mλ|Mµ|1|N .³x}Y� � |¡��� ν(t) ��Ä~z{�Ou
������z{|~w=|4�Y}Y|�����z�rO�{�Y�Y|~z����?�O�?u��Y}Y� � |~�~� }Y�TÂ��W|~sY��������Y�?|����å�������Oz{�?}Y�O�~�

µ1 = µ2 = . . . = µN = µ,

λ0 = λ1 = λ2 = . . . = λN−1 = λ,r��?��z�r{��¬OsYtv|
λN = λN+1 = . . . = 0 .�W�W|¡��¬���z�r � �Y�Os�rO}YsYtv|R�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{����w=|�©½z��O���

Pk =

{

%kP0,
�����

k = 0, 1, 2, . . . , N ;

0,
���Y�

k > N ,

�R�?���W�O�O��|~w_s��O}�w=�Y}��O�O���
N

∑

j=0

Pj = 1 .



À+� Q��ÀP�O��%HM§JHk©Q¢£O TªL� �§�PM¢£Oó 
K��?TªL�R ðÔ§kH��~«ÛHoU�OQKMR ¼~º�/
�½z{�����@r(�?���OsY��rOz{|��W¬OsY���Y�{�W�<����w

Pk =
%k(%− 1)

%N+1 − 1
, k = 0, 1, 2, . . . , N .

¢ ��¾ ¹,/?¨
´=|� ~�¡��¬�z�r{zT�O|¡��z{|¡��z{�?|�sYsY�W�?���Y}�r{�?|����W�Y���Y}Y�&�W©«�O�<w

%
�?z�r{����r{��}WrO���~wyr{z{}��Y�?rO|~w=tvu}<��������wyw=�Y}��O�?rOsY���_��w=|~|�z ���?sY|��Ys��O|��Y�W�����

N + 1
����|~sY�O�W¾
�½�Y|~�O����sY� z�r{��Â�|O��YzO����}Y�

% < 1
w=t�w=�TÂ(|~w.�?��z{}Y|~w=��z{¬

N → ∞
���Y�{�����Y��z{¬&z{�O�À��r��?tv}�r�Â�|�sY�Y|¢ ��¾ ¹,4?¨�¾

6) −
³x}Y�<��z{|~uYÉ(r{��w=�¡�W|���¬&��¯��Y����r{©½ª,|~uÅ¯��?�Y|�}Y|��W¬O©x¾
�W�W|¡��¬ ��}Y|��W���{�WrO��r{|�z?�À���å�Yz{�$�Y}Y�YÉ(|��WÉ�r��_��������zO|~w=�

Mλ|Mµ|1|∞
 ¡r��Y�?��r���?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬O©

fn
sY|~w=|�����|�s�sY�(���O�Y�Ys�|�z(������zO|~w=�O��|¡�������W�,sY|lj½z�r?w±�?Â�|½sWr��?�¡��������<��¬

n
 ¡r��Y�O�?���������O���<��z�r{sY|~zO�À�������W��z{|¡w=|Á¢Ç�<��z�r{s�|�z����?�Y|�}�|��W¬�sWr��O�<�����<Â��Y�?r{�sY��|¡¨J�9�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©

(1−fn)
¾b�·rOw=|~z{��w§���Yz{�R�Y}Y�

fn ≡ 0
w=t.�Y�O�����Y��w��O�Otv��sY��©������z{|¡w=�

Mλ|Mµ|1|∞
��r�|~�����

fn =

{

0,
�����

06n6N ;

1,
�����

n > N ,

z{�&�Y�O�����Y��w�������z{|~w=�
Mλ|Mµ|1|N

¾È�w=�¡��|�������¯��Y����rO©«ª,|~uÅ¯
�O��|�}Y|��W¬O©(���O�Y|~�O���Ws����
λi = λ(1 − fi), i>0 ; µi = µ , i>1 .

³x�?Ä�z{�<w=�� ��W|¡��¬

πj = %j

j−1
∏

i=0

(1 − fi) , j>1 , % =
λ

µ
,

r«���Y������ª(|~��zO�O�O�<r{sY�Y�,�Y}Y|��W|���¬?sYt§��¢²��z�r � �Y�Os�rO}YsYt§��¨Å�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{|~u(sY|~�O�T�<�¡�W��w=��Y�?z{}Y|~�O�O�<r{z{¬W�?��z{�O�?t
σ = 1 +

∞
∑

j=1

πj < ∞ .

¥å�O�À��r,���Y�������<�<w=t§���O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{|~uÁ���{�����Y��w�����|��W��©«ª(�Y|®�Otv}�r{Â(|~sY���

P0 =
1

σ
, Pj =

πj

σ
, j>1 .

È±��rT�Y|¡��z{�?|��Ys�z{|�}Y|¡��sY�?���x�Y}Y�Ww=|�}�rR}�r?����w=�?z{}Y��w��¡�W�Ys���rO��z{sYtvu&��������rOu(w=�¡�W|����&�¯��Y����r{©«ª(|�uÅ¯��?�Y|�}Y|��W¬O©(�{���O�À��rx�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬
(1−fn)

�Y}Y�����O|��W�YsY�YzO¬?�À�����O��|�}Y|���W��}Wr{ ~w=|~}�r
n>1

��rT�@r{|�z�����w=|�}Y|,�<�?|������Y|�sY�Y���?�Y|�}�|��W����s�r{�Y}���w=|�}�����r{�
(f/n)

��À�W|��<�?s���z�rOsYz�r
f
�?��}�rOsY�Y�Y|~s�r

0 < f < 1
¾U³x�?���<�O��¬O���_Ä�z�r7�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬7�Y}Y�

k → ∞
��z{}�|~w=�YzO�À�7�±sY�¡��©(�å�Y}Y|��W|��W¬OsYtv| ¢²��z�r � ���Os�rO}YsYtv|¡¨½�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO�4�?�~�W��z���<ª(|~��z{�O�?�?r{zO¬,�Y}Y����©½�Ot§�� ~s�rT�Y|~sY�����

λ
�
µ
¾
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¥årO����rO�Á�&Ä�zO�?w���������rO|

j−1
∏

i=0

(1 − fi) =
f j−1

(j − 1)!
, j>1 ,

r
σ = 1 + % e%f ,�O���Os���r{z{|���¬Os��(�Y�O�����Y��w�����|��W��©«ª,��u��?������z�r � �Y�Os�rO}YsYt§���?|�}Y�T�Yz{s��?��zO|�u

P0 =
1

1 + % e%f
, Pj =

%j f j−1

(1 + % e%f )(j − 1)!
, j>1 .

D�z{�Oz&�Y}���w=|�}��Y�O��|� ~|�sÁ���Y���Y}�r{��z{�Y�Y|¡���Y�����Y}Y���W�TÂ(|�s��Yu�¾
7) −

���¡�W|���¬
Mλ|Mµ|N|∞

��¯�sY|�z{|~}Y�Y|����Y�Ot°w=�J¯­�TÂ�����rO©«ª,�Ww=��¾³x}Y|��W���{�WrO��r{|�z?�À�����Yz{�°��r�Â���r{�RÄ¡r��Y�?��r����Y�<��z{����rO©«ª(r{�R�°������zO|~w=�R�®�?��z�rO©«ª(r{����O�Y|~}Y|���¬��TÂ����@r{sY���±�O�<�����<Â��Y�<r{sY�����·�?�~�W|�z�s�r{�?�¡�W�YzO¬?�À�$��s�|�u±sY|��O�O��|�|?���Y|¡wsY|����?z{�O}Y�?|Æ��������rOuYsY�?|Æ�O}Y|¡wJ������w=|~©«ª(|�|��&¾ }�¾
1−e−γx ¾�Ì9�����, ¡r§Ä�z{�½�O}Y|¡wJ�® ~r��Y�?��rsY|��<���Y|~�?r{|~z(���?��zO�<���Yz{¬�s�r��O�?�����<Â��Y�?rOsY�Y|O���?s�r&�Y�?�Y����rO|�z��O��|�}Y|��W¬���r& ~s�rT�Y�Yz����r?w=��������z{|~w=�?¾q��Y���Y}Y� � |~���~rR}Y�TÂ��W|�sY�Y�&���~�Y�O|������{�?�Y����tv�?r{©½ª,|~���xz�r{�Y��©�w=�¡�W|���¬��O����|����O|�z�O�?|~��zO������|��W��©½ª,�Y|®�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO����|�}Y|��?�¡�W�?�

λi ≡ λ , i>0 ; µi =

{

iµ , i6N ;

Nµ+ (i−N)γ , i > N .

q��Y�Áz�rO�<�?u�w=�¡��|������Y�{�W�<����w

πj =







1
j! (

λ
µ )j , j6N ;

λj
(

N !µN
∏j

i=N+1

(

Nµ+ (i−N)γ
)

)−1

, j > N .

ÊÆ�����?�O�Y|Æ����ª,|~��z{�O�?�?rOsY���«�Y}�|��W|���¬OsYt§��¢£��z�r � �Y�?s�r{}�sYt§��¨��O|�}��T�Yz{sY�?��z{|�uR�O�~�W|~zv�Ot§��Y�{�WsY|�sY���Y}Y�
γ > 0

�W�Y����©½�O�?u ��r{}�t
λ > 0, µ > 0

�·rÁ�~rOw=��Ä~z{�4�O|�}��T�Yz{sY�?��z{��O�Y}�|��W|��Y�Y©«zO�À���Y ®���W|��W��©«ª(���Á�?tv}�r�Â�|�sY��u

Pj =







P0

j! (λ
µ )j , j6N ;

P0λ
j
(

N !µN
∏j

i=N+1

(

Nµ+ (i−N)γ
)

)−1

, j > N ,

�À�W|
P0 =

(

N
∑

j=0

1

j!

(λ

µ

)j
+

1

N !

(λ

µ

)N
∞
∑

k=1

λk
(

k
∏

r=1

(Nµ+ rγ)
)−1

)−1

.



À+� s���NJ¢É�ÒHoU¡P¡H��£¤¡HM§JH��� 
R¡ �§
OQ«f¢
Mλ|Mµ|M |∞

��§eOßHk©ªOQ«ULCR8©Q©���O ¼O¼?¼
Å%��p ª Ö�~,Ô#8 Ó�ÔM� l�Ô��½Ô®à+Ò�Ý�Òä�½×��
Ö

Mλ|Mµ|m|∞
�¬ñ ×vÔYm

á�×�� Û¬«j­§áÁà�×
¿®rO��w=t_�O����|������?tvÉ,|?�����Y��������z{|~w=t

Mλ|Mµ|m|∞
�¡�R���?z{�O}Y�?u��{�<�¡���Yª,��uR���Oz{�?���w=|~|�zR�YsYz{|~s������OsY�<��z{¬

λ
��r½�O}Y|¡wJ�,�O�<�����<Â��Y�<r{sY�����R��r�Â��W�<w��Y 

m
��|�}Y�?|�}Y�?�«�Y�¡�W��Y��s��Y|�zO�À�xÄ������Y�OsY|~s � ��r{��¬Os��?w=�° ¡r{���OsY�«}�rO���Y}Y|���|���|~sY�����=��r{}WrOw=|�zO}Y�?w µ �~��zTr � �Y�O�s�rO}Ys�r{���O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬

Pn
zO�O���W�~��z{�½�x���W��z{|¡w=|UsWr��?�¡���YzO�À�®}Y�O�?sY�

n
 ~r��Y�?�O���Tw=�TÂ(|~z�?tvz{¬Á���{�����Y|~s�r���rO��}Y|~É,|�s��Y|�������z{|~w=t#�<}Wr{�Os�|�sY�Yu ���Y�4�Y}Y� � |~���~r�}��TÂ(��|�sY���4��~�Y�O|���� �,��sYz{|�sW���Y�?sY�?��z~��w=��}Y�TÂ��W|�sY�Y�

λn ≡ λ
�@r����Y�?|����

µn = nµ (16n6m)
����W�

µn = mµ (n > m)
¾��t�w=�O� �W�Á ¡rOw=|�zO�Yz{¬��W�Yz{���?|�}Y�T�Yz{s��?��zO�

Pn
�����O�{�W|�z{�?�O}<�Y©«z&}Y|~�Y��}Y}Y|�s�z{sYt°w[���O��?z{sY�OÉ(|�sY�Y��w

Pn =

{

λ
nµPn−1, 16n6m ;
λ

mµ Pn−1, n > m .

¢r��¾ �Oº<¨
¸x���O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬

Pn
w=�TÂ�|�z�z�r{��Â�|��O ~s�rT��r{zO¬��·s�rO�Y}Y��w=|~}����7�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬�z{�?������YzO�� ¡r{���Os��Y�Y�OÉ�r����?�?�����<Â&���?r{s��Y|( ¡r��Y�?��r��@�Y�O�Y����r��±������z{|~w=�?���?��zTrO�{�Y�Y|~zÁ��sY|~u}Y�?�OsY�

n
 ¡r��Y�?�O�±¢Ç�Y}Y���<�����?�O�Y�Á�?��z�rOsY�O�?�Y�OÉ(|����<�À��}Y|�Â���wyr&}�rO�O�?z{t ������z{|¡w=t«¨�¾ÈU�?���Y�{��¬? ��?|~wy�À�±Ä�z{��wL}Y|� ~�~�W¬�zTrOz{�?w
�Y}��_�Y ����Y|~sY�Y�_�?t§�?�¡�Ws��O�������Oz{�?��r }�rO����~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�Ou�������z{|~w=t®¾*�½��rO �tv�<r{|�z?�À�����Y}�rO�O|������Y�?�OuÁ����|����<©½ª(r{�Áz{|~�O}Y|¡wyr

gJ��ý��
�+��'%\Ý¬£ùu¬�Ü��2®���#Ý� �`¯ ¬ º ¬ mnÞ
v�Í »+�cß îÔÎ
Ø$³[½ãÖuç2¶�¹¡¶	Ï�¯Ä¶u¯Ä´%¸²±MÎ
Mλ|Mµ|m|∞·$³0´2³[Ñf³[ÚZ¯²¾u»,Éå¸ÄÃ�Ã$Î
Ø£Ï,®lÖ*ÐZ³[Ñf³[Ñ�®lÏ,ÎªÐ,®,¸°´2¯ÈÖa·�»�®,¯°¯°³0Ã$³ZÐ,¯ÄÑ�¶�±�Ë�·,µu¶�Ì�¸²± ´2³[¹æÉå¸¶$Ã�´%¸ÄÃ$¯°¶$ÐZÃ$³Z¯Ä´2¶

λ > 0
Ë�Ì	´2³%¶fÐlØ$³Z½ãÖuç<¶$¹�Ð%Ã$¸0ü�·�»�®,¯°¯°³[Ã�³ZÐ,¯ÄÑ�¶�¹U·$³[´<³[Ñ�Æ

 �¡G¢o£G¤`£L¥P¦½§�¨-©K¥Pª�¡S«³x�?��z{¬7�{¾ ��¾
τ
�O�?�O �sWrT��r{|~z �O}Y|¡w=|�sYs��Ou��YsYz{|~}Y�?r{�[w=|�Â(���7�W�?��wJ���Y�?����|����O�?r{�z{|���¬Os�t°w=��w=�<w=|�sYz�r?w=���<�<�¡��r��?�?���W�?Â�|�sYs�t§�� ~r��Y�?�O���Y xs�r{É(|�u�������z{|~w=t®¾*�½�Y}Y|���W|�����w

Sn(t) = P
(

N(t) = n, τ > t
)

,
¢r��¾ �Y¼T¨

�À�W|
N(t)

�9|~��z{¬����<��z{�T�Ys��Y|�������z{|~w=t���w=�<w=|�sYz��?}Y|~w=|~sY�
t
�Yz�r{���Yz{������w=�?w=|�s�zTr

t
|�ª,|®s�|R��}Y�O�Y ~�OÉ,���&sY�Á�¡��sY�O�~�(�Y �����|����<©½ª,���7¯��<�?�¡���O��¯{¾¥å�O�À��r�s�r��Ys�z{|�}Y�<r���|&�?}Y|~w=|~sY�

(t, t + δt)
��s�r����Oz{�?}Y�?w�sY|�w=�TÂ(|~z��Otvz{¬����W|��W�<�©½ª,����¯��?�<�¡�W�O�@¯��Y���Y|~}Y�O�<w1�Y}Y�Y�O����Â�|�sY�Y�$�Y�

δt
�W�O���?��zO��wyr�����É,¬�����|��W��©«ª(r{�¯�r{�Yz{���OsY�<��z{¬@¯

S0(t+ δt) = (1 − λδt) S0(t) ;

Sn(t+ δt) = λδt Sn−1(t) + (1 − λδt)(1 − nµδt) Sn(t), 16n6m ;

Sn(t+ δt) = λδt Sn−1(t) + (1 − λδt)(1 −mµδt) Sn(t), n > m .
¢ ��¾ �?¹?¨

�½z{�����@r(s�|�z{}Y�~�Ws����Y�{�����Y��z{¬�������z{|~w=�Á��}�r{�?sY|�sY��u
dS0(t)

dt
= −λ S0(t) ;

dSn(t)

dt
= λ Sn−1(t) − (λ+ n µ) Sn(t), 16n6m ;

dSn(t)

dt
= λ Sn−1(t) − (λ+m µ) Sn(t), n > m .

¢ ��¾ ���<¨
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�½�Y|��?���WsY�W��Ä~z{�x�W���®�x|~}Y|�s � ��r��W¬OsY�O�í}�rO �sY�<��z{s�tv|J��}�rO�OsY|~sY���®�OzOsY�?���Yz{|��W¬OsY� Sn(t)s�rOw�sY�<Â�sY�&}Y|�É�r{z{¬��Rs�rT��r{��¬Os�t°w=�Á�<�����?�O����w=�±¢£�~w§¾å¢r�Y¾ �?º?¨ ¨

Sn(0) = Pn ,
¢ ��¾ �,�<¨

�Y�?�����{��¬?�Y�®�®w=�?w=|�s�zR�<�<�¡��r« ¡r��Y�?�Y�����Ozx���OzO�O}Y�?���xw=t��?|��W|¡w �Oz?���Y|~z
τ
�O��������z{|~w=|s�r��<�¡�W�����<��¬(}Y�O�?sY�

n
 ~r{�Y�O�?��¾¿®r{�Á��|��~������}Y�O�?|�}<�Y|�zO�À�Á�Y�¡����z�rOsY�O�?�<�?u���¢r�Y¾ ���?¨��Y����|����<©½ª,�Y|��x�?}�w=�¡��t
S0 = P0 e

−λt, Sn(t) = Pn e−λt ¢ ��¾ ���O¨
��r{©½z&}Y|�É(|�sY�Y|?�Y�~�W�O�O��|�zO�O�O}<�Y©½ª,|�|R����r{ ~rOsYsYt°w7sWrT��r���¬?sYt°w_�<�����?�O����w§¾q,|�u���z{�O�YzO|���¬?sY���J|~�������Js�r{�Y}���w=|�}��=�Y}��

16n6m
����|��?�Ou_��r?��z{�.�<}Wr{�Os�|�sY�����w=|�|¡w

(−λPne
−λt)

�vz{���.�Y}Wr{�O�?u���r?��z{� �Y�{������rO|~w
[λPn−1e

−λt − λPne
−λt −

nµPne
−λt]
�?rxÄ~z{����|~��z{¬®z{�®Â�|°��r?w=�O|v�Otv}Wr�Â(|~sY�Y|?�{�Y�?�����{��¬?�Y���Y �¢ ��¾ �Oº?¨=����|����O|�z

λPn−1 = nµPn
�Y}Y�

16n6m
¾�Í9������rOu

n > m
}�rO�~��wyr{zO}Y�Y�?rO|�zO�À��r{s�r{���O�~�Y�YsY�W¾¥år{����w��O�O}Wr{ ��<w§���O���OsY�Wr{z{|���¬OsY���Y�O������r{|¡w

Sn(t) = Pn e−λt, n>0, (t < τ) .
¢r�Y¾ ���?¨

Ì9�����7zO|��Y|~}Y¬�}�rO�~��w=�OzO}Y|�z{¬��<��|&�O�? ~w=�TÂ�sYtv|&���?��z{�T�YsY���
n>0

�·z{���Y ��?�Y}Y|���|����|�s��������O�<w=|~��zOsY�O�~�(}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y�4¢r�Y¾ ��¼¡¨��Y�O�����Y��w

P(τ > t) =

∞
∑

n=0

Sn(t) = e−λt
∞
∑

n=0

Pn = e−λt .
¢ ��¾ ��6{¨

¶­����|��W�O�<r{z{|���¬Os��
P(τ6t) = 1 − e−λt .

¢ ��¾ ��4?¨
¥�|¡w]��r?w=t°wfw=t ���O��r{ ¡r������9�Yz{�.}WrO����}Y|��W|���|�s��Y| �Oz~�W|���¬Os��O���7��sYz{|�}��?r���r_w=|�Â&��W���W�?��wJ���Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsYt°w=�$�?�<�¡��rOw=�� ~r��Y�?�O�$�Y &s�r{É(|�u$������zO|~w=t#�Y�{�Y�Y|~zO�À�Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsYt°w�}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|~w§¾�¶Ãw=t#�?Â�|( ~s�r{|¡w§�·�Yz{��|~��������sYz{|�}��?r��Wtw=|�Â��W� ���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sYt°w=��w=�?w=|~sYz�rOw=�4��w=|�©½zÁÄ~�����Y�?sY|�s � ��r���¬?sY�O|(}�rO���Y}Y|��W|����|�s��Y|O�YzO�&�~rOw=��Ä�zO��w=�<w=|�sYzOt �?�O}�rO ���©«z��Y�?r?�����OsY�?�?�����Yu��Y�?z{�O��¾
�½��rO �tv�<r{|�z?�À���?�YzO��Ä~z{���O}Y|¡w=|�sYsYtv|x�Ys�z{|�}Y�<r���t w=|�Â��W�����?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sYt°w=�w=�?w=|~sYz�rOw=���<�<�¡��r� ~r{�Y�O�?���Y �������zO|~w=tL�Y���O���?sY��r{s��Y� �O�<�����<Â��Y�<r{sY����sY|( ~rO�O����À�Yz$�?z$���?��zO�T�YsY����������z{|¡w=tØ�W�±w=�?w=|~sYz�r4���_�<�?�¡��r��Jr$z�r{��Â�|��?z��Y}�|��WtU�W��ª(����O}Y|¡w=|�sYs�t§�(�YsYzO|�}Y�<r����?�xw=|�Â��W�,z�r{����w=�&Â(|v�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os�t°w=�,�<�?�¡��r?w=��¾�D�z{���|��~�����Y�O��rO ~r{zO¬��{|¡��������sY�O�<rx}�rO�~��w=�OzO}Y|�z{¬��W�O��w=|~}YsY�O|v}WrO����}Y|��W|���|�s��Y|(¢ ��¾ �Y¼¡¨��OsY�z{|���|�}Y¬�s�r��Ys�z{|�}Y�<r���|x�<�?�¡�@r(����|��W��©½ª,|�u��?�Y|�}Y|��WsY�?uÁ ¡r��Y�O����¾¥��?�À��r

P
(

N(t+ δt) = n, t < τ6t+ δt
)

=

{

Sn+1(t) · (n+ 1)µδt, (n+ 1)6m ;

Sn+1(t) ·mµδt, (n+ 1) > m , ¢ ��¾ ��/?¨z{��|~��z{¬��<�?�À��rÁ��������zO|~w=|��O�Y���Oz{¬Á�W��w=�<w=|�sYz�r
t
s�r{�?�¡�W�Y�WrO��¬

(n + 1)
 ~r{�Y�O��rY�·r ~rOz{|~w��¡�Ws�r(��É��Wr�¾
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R¡ �§
OQ«f¢
Mλ|Mµ|M |∞

��§eOßHk©ªOQ«ULCR8©Q©���O ¼O¼0�
Ì9�������Y|~}Y|��Y�W��r{zO¬®z{|��Y|~}Y¬��?tv}�r�Â�|�sY�Y|v�x�W|��O�?u&��rO��z{���®z{|�}Ww=�Ys�r��

τ
��rx�®�Y}�r���?�Ou���r?��z{�Á�Y�¡����zTrO�O�YzO¬,�Otv}Wr�Â(|~sY�Y|

Sn+1
�Y|~}Y|� 

Pn+1
���O� ��rO��s���¢r�Y¾ ���?¨9�����Y|~��z{¬���YzO��z�r?w����O�OzO�O|�z?��z{�?|�sYsY�

Pn+1 =
λPn

(n+ 1)µ
, mµPn+1 = λPn,

z{�&�Y�O�����Y��w��Otv}�r{Â(|~sY�Y|
P

(

N(τ + 0) = n, t < τ < t+ δt
)

= Pn · λ e−λt δt .
¢ ��¾ �?º<¨

¶
Ä�zO���x�<��|�z{�<w�¢r�Y¾ ��4?¨��O ~s�rT��rO|�z�sY�Á��z{���YsY�?|®��rO�
P

(

N(τ+0) = n, t < τ < t+δt
)

= P
(

N(τ+0) = n
)

·P
(

t < τ < t+δt
)

,
¢r��¾ ��¼T¨

��z{|~w[�~rOw=t°w±���O��r{ ¡r{s�r(sY|� ¡r{�?������w=�<��z{¬
τ
�
N(τ)

¾¥År{�Y��w[�?�O}�rO ��<w§�Ww=t
�W�?��rO ~r{�����Y�YzO���Y�������� ¡r��Y�O�?���Á���W��z{|¡w=|,����©½�O�?u w=�?w=|�s�z�?}Y|~w=|~sY��sY|R ~rO�O�����Yz,�?z(���<��z{�T�Ys�����������z{|~w=t��,�Y}Y|��WtU�W��ª,��|Rw=�<w=|�sYz{t �<�?�¡��r®�� sY|~|� ¡r��Y�?�O����r½zTrO��Â(|U���OzR�Y}Y|���tU�W��ª,���,�?}Y|~w=|~sYsYt§�,��sYz{|�}��?r��W�O�½w=|�Â��W��z�r{�Y�Ww=��Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os�t°w=�½�<�?�¡�@rOw=��¾lD�z{�?z°�®r{�Yz§ ¡r{�O|~}YÉ(rO|�zU��������|����O�?rOsY�Y|y�?t§�?�¡�WsY�?����Y�?z{�O��r(s�r{É(|�u�������z{|~w=t®¾¥å|��O}�|~wyr(�W�?��rO ~rOs�r��Y�O��sY�<��z{¬?©,¾
�

q��Y��|�ª,|U�����YÉ(|��~�½�Y�?sY��wyrOsY��������z{�����O��r{ ¡r{sYsY�?u,z{|~�O}Y|¡w=t.}�r?���~w=�Oz{}Y�Ww �x ~r{����W©«�Y|~sY�Y|ÆÄ~z{�O�~�U}Wr{ ���|��Wr§�?t§�?�¡�WsY�?u«�Y�?z{�O�x�?�{��|~|y�Y}Y�?��z{�Ou®������z{|¡w=t
Mλ|Mµ|1|∞

¾�x��s������Yz{��|¡�������O�?�����<Â(|~sYs�r��� ¡r��Y�O��r&�Y�?�Y����rO|�z�s�|��Y�<��z{��©Ã������z{|~w=�?��zO���Ys��z{|~}Y�?r{��w=|�Â��W� w=�<w=|�sYz{�<w1|�|(�<�?�¡��r&��w=�<w=|�sYzO�?w1�<�?�¡�@r�����|��W��©«ª(|�u  ¡r�sY|�u$ ~r{��Y�?�Y�$}Wr{�O|~s$�?}Y|~w=|~sY�±�O�<�����<Â��Y�?rOsY����Ä~z{�Ou±���W|��W��©«ª(|�u± ~r{�Y�O�Y�å�·z{��|~��z{¬���w=|�|~z�&¾ }�¾
(1 − e−µt)

¾J¸x��|¡�����7�?�?���W�?Â�|�sYsWr��± ~r��Y�?��rY�·�Y�?�Y����r{�7������zO|~w=�O�J�?��z�r{�{���Y|�z������z{|¡w=�7�Y�?��z{�Ouå�JzO�$Ä~z{�Oz4�YsYz{|~}Y�?r{���?����|�z4}�r{�?|�s.����wyw=|Á�W�?�<�7��������r{u�sYt§�_�O|�������Y�YsPO��<��z�r{zO�O�YsY�?�����O}�|~w=|�s��
X
�§�W����}Y���?�¡�@rÁ� ������zO|~w=�±����|��W��©«ª,|~u± ~r��Y�?�Y����?}Y|~w=|~sY�

Y
�Æ�W���Yz{|���¬OsY�<��z{��|�|��?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y��¾�¿®r{��w=t­�<Â(|®�<�O}Y�?É,�& �sWr{|~w§��Y|~}Y�?r{���O|����Y�Y��s�r���w=|�|~z��&¾ }�¾

(1 − e−λt)
��r��Oz{�?}�r��Á�

(1 − e−µt)
¾Ì9�����$w=t­�?�O�O ~s�rT�Y��w

Z = X + Y
�WzO�����Y� �Y���Oz{s��?��zO���O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{��}�rO���Y}Y|���W|���|�s����ÁÄ~z{�Ou��{¾ ��¾

Z
�Y�&�Y}�r{�?���������O|~}Yz{�Y���Y�O�����Y��w

fZ(z) =

∫ z

0

fX(x) fY (z − x) dx

=

∫ z

0

λe−λx µe−µ(z−x) dx = λµ e−µz

∫ z

0

e(µ−λ)x dx

=
λµ

µ− λ
e−µz

[

e(µ−λ)z − 1
]

=
λµ

µ− λ
e−λz −

λµ

µ− λ
e−µz .

¸x��z{�?�À��rY�W|~����� �O�?�O ~s�rT�Y�Yz{¬
ϕ(t)

���Y���Oz{s��?��zO¬��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{��}WrO����}Y|��W|���|�s�����Ys�z{|�}Y�<r����?���O}�|~w=|�s��Áw=|�Â��W��w=�<w=|�sYz�r?w=����©½�Ot§�&�W�?�?���Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os�t§�(�<�?�O��W�?�v ~r{�Y�O�O�x�Y U������z{|~w=t®�¡z{�W�~���Y�YzOtv�?r��®�?�O|y}�r?����w=�?z{}Y|~sYsYtv|Æ�?tvÉ,|Æ�?�O ~w=�TÂ�sY�<��z{�å�
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�Y�{�W�<����w

ϕ(t) = P0

[ λµ

µ− λ
e−λt −

λµ

µ− λ
e−µt

]

+ (1 − P0) µ e
−µt ,

¢ ��¾ �<¹O¨
�À�W|

P0 = 1 − % = 1 − λ/µ = (µ− λ)/µ
¾�½z{�Y�~��r&�Y�<����|x�Y�¡�@��z�r{sY�?�O�Y�Á�O���Os���r{z{|���¬Os��(�Y�O�����Y��w

ϕ(t) = λ e−λt − λ e−µt + λ e−µt = λe−λt , t>0 .
¢r�Y¾ ���?¨

D�z{��� |¡��z{¬�z{�����Yz{����r{|~z�s�rOw[z{|~�O}Y|¡wyr¡ikj�}Y��|?�Wr���w=|~sYsY�W�W�YzO���Ot§�<�¡�WsY�?uÁ�Y�?z{�O��O��r{ ~tv�?rO|�zO�À���Y�<rO�~���Os��O�?���Y��w�����w=|�|~zxz{��Â�|U��sYz{|�sW���Y�?sY�?��z{¬
λ
�{�YzO�R�&�O�?�¡���Yª(�Yu��������z{|~w=�Á�Y�Oz{�?��¾
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q,�����������O}�w=t1}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r��������W��z{|¡w=t[�?���?�{��|~|v������w=|~sY|�|½�Y ��O���Y}Y�?�?r{s�sYt§�w=�R�W}��<�9�OzU�W}Y����r�¾0�°�Ws�rO�<�W���O�°w=sY�?�����x�Y}�rO�Yz{�Y��|~�������R��}Y�����TÂ�|�sY�����·��sWr{�Y}Y�Ww=|�}���Áz{|���|~���?wyw=��sY�Y��r � �Y�OsYs�t§��������z{|~wyr{�@�·w=tLsWr{�{�W©U��r{|¡w1���Yz{�<r � �����@�<�?�À��r��?t§�?�¡��¡�Ws��Ou�������z{|~w=tL���O�Y|~}Y|��W¬?©L�O��rO �tv�?rO|�zO�À���{�<�¡�W�?w_�W}Y�����?u ������z{|~w=t®�����������?�À��r�?t§�?�¡�Wt]�W�O�<�[�1�O�{�W|�| ���W��z{|¡wÃ�_z{�Ou1�Y�����YsY�?u1���?w=�O��s�r � �����?�O}�rO ���©«z7�O�?�¡��±sY|~�<�?z{�O}��<© s��O�O��© ������z{|¡w=�O�Ur±|�|��Ot§�<�¡�� ¡r{z{|¡w#}WrO��ª(|������Y|�zO�À��s�r±sY|~�����{��¬O�������rOs�r����?������r�Â��Wtvu��� (���OzO�O}Yt§�·�@�����O�?© �O��|�}Y|��W¬��@�O��rO �tv�?rO|�zO�À���O�?�¡�W�<w����Y��Y�<����|��W��©«ª(���Á���W��z{|¡w����(����zT¾ �Å¾���zT¾ ��¾
¥År{�Y�Y|½���O|��W�YsY|~sY���&s�r{�O��©U��rO©«zO�À�����®�Y}Y�O�� ��O�¡�@��z{�?|�sYsYt§����}Y� � |¡���~r��·�{���O�À��rR�?t§��Y�<����r{|¡w=tv|°�Y ��W|����Y���<��|�}Y|��Áz{|~w_��rO����z�rOz{¬,�~�Oz{�?�O�Ou���}Y�¡�W��� � �Y|~u��<�Y}Y�T�?�¡�W�Yz¡�<s�r{��Y}���w=|�}���sY|¡�����{��¬?������z�rT�W��u��O�O}Wr{�O�?z{�Y���W���O�?}Y�Y���Ws�rO��z{}Y�?uY�Y����r� ~rOz{|~w[�<��z�r{©½z���?�Y|�}Y|��W¬�s�r&}Y|~r{���Y ¡r � �Y©(¾È�������z{|~wyr{�­Ä���|~�Yz{}Y�?sYsY�Ou­���<wyw=�<s��Y��r � �Y� �L�Y|�}�|���rO©«ª,�Y����|�z¡���L���O�?�Oª(|�sY������Y|�}Y�<r«���¡�W��}Y��©«zO�À���T�Y}Y|~�O�?}�r{ ~�{����¬½�½Ä���|���z{}Y�Os�sYtvu����Y��sWr��å�� ¡r{z{|¡w �Y�<��z{����rO©«zR��Y|~}Y|��@r{©«ª(|�|��?��zO}Y�Ou���z{�O�W�~���?���W|9�Y|~���«��|�}Y|~ �z{�?�Y�Y�(�Y|�}Y|���r{©½ª,|~u(��|~z{�,���O��r���r{©½z¡�s�rO���OsY| � �{�®�Y}Y��|~w=sY�?|«�?��z{}Y�?u���z{�?�R���Y���Y�<����|��W��©«ª,|~u��O�?}�r{�?�Oz{�Y�����<��z{}Y�?u���zO�?r���W|~���¡�W�Y}Y�?�?r{s�����¾
¿�sY|����?��}�|�����z{�O|~sYsY�?w=�½}�rO�~��w=�?z{}Y|�s��Y©_z�r{�Y�Y�R���?|��W��sY|�sY��u�������z{|~w�����w=t±�®�Y}Y�����z{����r{|¡w_�&s�r{É(|~w_��r��W¬OsY|~uYÉ,|¡w_�Y ����TÂ(|~sY�Y�±¢£��w§¾ � ¼¡º�� ¨�¾
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q��Y�4s�rT��r{�Wr�}WrO���~w=�Oz{}���w��������Ys��Y| ¢ �WrOzT¾@ã Ò X[\�± Î Z²±<¨°�W�O�<��s�|� ~rO�O������w=t§���Y�<rO������OsY�?�?���������Y�?z{�O���O�����Y�O��r�Â�|~w§�Y��z{����}�|� ��¡��¬�z�rOz{|�z�r{���O�~���������Ys���� �Y�{�W�<���YzO�À��Y�<rO�~���Os��O�?���Y�Yu����Oz{�?������wywyrO}YsY�?u���sYz{|�sW���Y�?sY�?��z{��¾
³x�?��z{¬

X(t)
ã��Y�����W�� ~r{�Y�O�O�å���Y}Y���<�¡���Yª,����� w=�?w=|~sYz{�

t
�Y ��Y�<rO�����OsY�?�?���<�?���

¼O¼[�
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O��
�Y�OzO�O��r«���YsYz{|~s������OsY�<��z{¬?©

λ1
��r
Y (t)

ãx���������½ ~r{�Y�O�O�,�(w=�?w=|~sYz{�
t
�T�Y}Y�Y�?�¡���Yª(����Y §sY|� ¡r{�?������w=�?���°�?z

X(t)
�Y�?r?�����?sY�O�<�����O�~�§�Y�Oz{�?��r½���YsYz{|~s������OsY�<��z{¬?©

λ2
¾�¥��O�À�@rY�|~�����

Z(t) = X(t) + Y (t)
�JzO� �Y�������  ~r{�Y�O�?�

Z(t)
� �O�?}�r{ ~�O�?rOsYsY�<w��Y}Y�.zTrO���?w�����Y�YsY�Y���?�bÿ�|��W�YsY|~sYsY�<w[�Y�Oz{�?��|,�O��rO �tv�?rO|�zO�À��z�r{�Y�Ww[Â(|?�W��r{�����Y�������� ~r��Y�?�O����Y}Y���<�¡���Yª,�Y���Áw=�?w=|~sYz{�

t
�Y x�Y�?r?�����OsY�?�?�����?���®�Y�?z{�O��r��«�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬O©

(λ1 +
λ2)
¾q,|�u���z{�O�YzO|���¬?sY����z�r{����r{�����W�Y�?rO©«ª,��|~�À���Y�?z{�O����ã��Y�<rO�~���Os��O�?���Y�Y|?�?z{�

P(X(t) = x) =
(λ1t)

x e−λ1t

x!
,

P(Y (t) = y) =
(λ2t)

y e−λ2t

y!
.

¸x��z{�O�À�@r�}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|,����wyw=t­Ä�z{�����Y�?z{�O���?���Y��r{� ���O|~}Yz{��r�����r{ ~rOsYsYt§���W�O�<�}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Yu��W�½�?�Y|��?���WsY�<��z{¬?©,���?����|�z&}�r{�?s�r

P(Z(t) = z) =
z

∑

x=0

P(X(t) = x) P(Y (t) = z − x)

=

z
∑

x=0

(λ1t)
x e−λ1t

x!

(λ2t)
z−x e−λ2t

(z − x)!

=
e−(λ1+λ2)t

z!

z
∑

x=0

z!

x! (z − x)!
(λ1t)

x (λ2t)
z−x

=

[

(λ1 + λ2)t
]z

z!
e−(λ1+λ2)t , z = 0, 1, 2, . . . ,

�À�W|��Y}Y�4�Y�?����|��Ws�|~w���}Y|��?�O}�rO ��O�<r{sY�����Otv}�r{Â(|�s��Yu��?t§�Wr��W���Y�O��¬O ~�O�?rOs�r��Y ~�O|¡��z��s�r����x�O}�w=�¡�Wr%iU�YsY�<wyr&¸x¬O©«zO�Os�r�¾³x�{�����Y|~sYsYtvu&}Y|~ ��¡��¬�z�r{zR��|~�����®}�rO���Y}Y�<��z{}�rOs��Y|�z?�À��s�r®����wyw=�(z{}�|��&���O�{�W|�|§sY|� ¡r���O������w=t§���Y�?z{�O���?��¾
³x}Y�Á}WrO���~w=�Oz{}�|�sY�Y�Á}�rO��ª,|~����|�s����$¢ ��r{zT¾�ã9��e+_ Î ê ê Î Z�±�¨9���?rO�~���?sY�O�<�����O�~�R���Oz{�?��r�Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ&�Ww§����z{�����YÉ,¬��W�O�Y�

p
 ~r{�Y�O�O�å���?t§�?�¡���Yª(�����Y &sY|����OzO�O}Y�?u$���W��z{|¡w=t��� ¢£z{�Y��r

Mλ|Mµ|1|∞
�@�����

Mλ|Mµ|m|∞
���Y���

Mλ|Mµ|∞
¨���sWr{�Y}�rO�{�Y�Y|~zO�À� �O��Oz{�?}Y��©#������z{|¡w=�����(��r��?��z�r{��¬Os�r{���W�{�Y�

(1 − p)
�� ,sY�����<�?�¡���YzT��sY|( ~r��<�¡����s�r�Oz{�?}Y�O|��O�<�����<Â��Y�<r{sY�Y|?¾@ë®�Y�O��w=�TÂ&s�����}Y�?��z{���Y}Y|����Y�{���TÂ��YzO¬��·�Yz{���?t§�?�¡���Yª(�Yu�Y�OzO�O�� ~r��Y�?�O�

Z(t)
sWr{�Y}�rO�{�Y�Y|~zO�À����r{��|�|?��}�r{ ��W|��W�Y�OÉ(����¬�s�r,�W�?r(�Y�?z{�O��r

X(t)
�

Y (t)
�&����r{ ¡r{sYsY�?u��?tvÉ,|x�Y}Y�?�Y�O} � �Y��¾� r{zO|~wyr{zO�Y�Y|~���Y�7Ä�zO���O �sWrT��r{|~z¡�·��z{� �&�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬?©

p
 ¡r��Y�?��r��Y ����Oz{�?��r

Z(t)�Y�O�WrT��rO|�z®���?|�z{�?¬
X(t)

��r®�<��z�r���¬?s�r��(�W�O�Y�
(1−p)

 ~r{�Y�O�O�(ã(�
Y (t)

¾<¥å�O�À��r�����sY�W��Yz{�
P

(

X(t) = m
∣

∣

∣
Z(t) = n

)

= Cm
n p

m(1 − p)n−m , n>m ,��z{�O�À��r

P

(

X(t) = m
)

=

∞
∑

n=m

P

(

X(t) = m
∣

∣

∣
Z(t) = n

)

P

(

Z(t) = n
)

.
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O�� ¼?¼[6
³x�¡����z�r{�{��������©U��r&���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½ª,�Y|x�Otv}Wr�Â(|~sY�����O|�}��T�Yz{sY�?��z{|�uå���Y�{�����Y�Ww

P

(

X(t) = m
)

=

∞
∑

n=m

n!

m! (n−m)!
pm(1 − p)n−m (λt)n

n!
e−λt

=
(pλt)m e−λt

m!

∞
∑

n=m

[

λt(1 − p)
]n−m

(n−m)!

=
(pλt)m e−λt

m!
eλt(1−p) =

(pλt)m

m!
e−pλt ,

r�Ä~z{���? �s�rT�Wr{|�zT�W�Yz{�
X(t)

��w=|~|�zÁ�Y�?r?�����?sY�O�<�����O|x}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|(���Wr{}�r?w=|�z{}Y�<w
(pλ)

¾·È�zO�O}�r{��Â(|,�?|�z{�?¬�}�r?��ª,|~����|~sY�O�~���Y�OzO�O��r&ã
Y (t)

�@�?�Y|��?���WsY�W�W�?����|�z���w=|~z{¬�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬
(1 − p)λ

¾D�z{�?z�}Y|� ~�¡��¬�z�r{z�z{�TÂ(|&�W|�������}�r?���Y}��?��zO}�r{s��Y|~zO�À�7s�r����W�<�Wr{�������?�À��r��Y�?r?�����OsY�?�{����Y�Yu��Y�Oz{�?��}�rO��ª,|��Y�Y�Y|�zO�À��sY|®s�r,�W�<rY�Yr�s�r��O�O��¬OÉ(|�|R�Y�����W�����Oz{�?�<�?��¾
9å#Ý'ED���û���þu� >��
�
'	`±ü��<ü��
��������=
�
'��0'����Yû0�"���JýWþu��û��	� ý$cu'Ò�
'Yû?û��xý��	�
�<üÅüJÿ%;þ¡=�'�üJü=ý$���
'	)Z=ª���
�Ò=Æý�#Ý'	)�'	������=@û,��þ*'�û��=û,�=ý���=$)<ý�þ*'�ü����+�Ê�
�=ý$�
)?þ�ý�=���>£��-&<>·ü�#
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¦xz�r{�å�{w=t.�Y|~}Y|��<�¡�W��w �?zx�Y ����Y|~sY���(�?z~�W|���¬?sYt§�(������z{|¡w$�?�[�&��������|����O�?rOsY�Y©[�Y�O��?|��W|~sY�����������O|����YsY|�s��Yu��W}Y�����R�W}��<�~�?w§¾�iU�~�W|¡w���}Y|��W���{�WrO��r{z{¬W�Y�Yz{��Ä~z{� ���?|��W�Y�sY|~sY���4�O�O}Wr{ ���©½z�sY|~�Y��©Ã��|�z{|~�O��©Ã��z{}Y���YzO�<}��O�år���r?w=�4������z{|¡w=t#���(�·�O�?�¡���Yª(�Y|�&Ä�zO�Á��zO}Y���Yz{��}Y�O���O�~�W|~w�s�rO �tv�?rOz{¬,��r���|~| »[Ïl¾*®°±M¶ z�r{���Ou���|~z{��¾³x�?��z{¬���|~z{¬Á���?��z{�O�Yz��� 
m
�� ����O�W�Y�Y}Y�?sY��w=|�}Y�?�?r{s�t§�@��s�r{�Y}���w=|�}��

1, 2, . . . ,m
��À�W|

m <∞.
��|�Â(����Ä~z{��w=���� ��WrOw=���?�Y}Y|���|���|~sYsYt°w4�O�?}�r{ ~�?w �W�O��Â���zO�À��sY|~�<�?z{�{�}Ytv|«�W�����Y}Y|~z{sYtv|®Ä��W|~w=|�s�z{t®�Yw=�¡�W�¡������������r{��|�zOt®���Y�{�Y�Y©½ª,�Y|¡�À�4¯����W�Y|�sYz�r?w=�Å¯���?�?���W�?Â��Y�<r{|¡w=t°w=�7���� ��Wr{�±��|�z{�å¾Æ¸®r{�Y}Y�Ww=|�}��J�����?w=��¬O©«zO|�}YsYt§�7���W�.z{|���|����?wJ�w=��sY�Y��r � �Y�Os�sYt§����|~z~��� �< ����?w w=�TÂ(|~z��?�O�? �s�rT��rOz{¬?�À�1���?w=��¬O©«zO|�}��vsY|~���Oz{�?}Ytvu�®rOu����v�@r{sYsYt°w=�å�<�Y���Á��zTrOs � �������<wyw=�<z�r � �Y��ä�rx�������Y}�|�z{sYt°w=�ÁÄ���|¡w=|�sYz�r?w=�Áw=�{��~�<zÁ�Otvz{¬��{�W�O�Y� ��r{sYs�t§�@�·���O�O�?ª,|~sY���_¢ÇzT¾ |O¾·��rO�<|~z{t®�����<��z{�T�Yª(�Y|,�� (sY|¡�����{�W¬O�Y����O���O���O��¨��¡z{|��W|~�x�Os�sYtv|§ ��O�?sY�Y�������&z{}�rOs���rO� � �Y��¢ÇÄ���|~w=|~sYz�r{}Ys�tv| � |����<��z{s�tv|v�O�Y|��}�r � �Y��s�r�����r{sYs�t°w=����s�rO�Y}Y��w=|~}��� ¡r{�Y}��?�{�����@r���|~sY�Y|®�����$w=�¡�W���x�Y��r � ���Á ¡r{�Y������®�<r{ �|U�@r{sYsYt§�·�?�������O�?sY�O�O��|�s��Y|v�®r{u��Wr½ã����®r{u����?�Ot§�(������zO|~wyr���¨�¾<È��Y}Y�?�Y ��?�¡�����z{�O|~sYsYt§�7��|�z¡���±�� ����<w
w=�TÂ�|�z��?tvz{¬ }�rO�O�O�Wr��4��z�r{s � �Y���Å ~�Os�r������WrT���Y}Y�O�<r{sY�Y���z{�?�Y��r��<�?sYz{}Y�O�Y���·����z{�O�Ys��Y�7 ~rO�Y}Y�?���O�W���Y���7��z�r{s � ���±rO�Oz{�<wyr{z{���Y|~���Y�$���Y}Wr{�{�����|¡w=t§���Y|�}�|��O�? ��Y���<�?�{�ì�Y�O�~}Y�� ��Y���<�?��ä�r�Ä���|¡w=|�sYz�rOw=�$ã���r?��z{¬����W�4�~}Y���Y��r���r?��z{|~u���W�4 ¡r{�Y}��?���?��s�r��Y}Y�¡�W���YzT���Y���_���?�O�Oª(|�sY�Y��¾�ÈLz�r{�Y�Y�4��|~z¡���4���W�<�Wr{uYsY�<��z{¬����W�}�rOs��W�<w=�Y ~r � �����Y}Y������zO��z{�?�O|~z,���Y}�� � |��W��}Y|«�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�����W���,wyrO}YÉ,}Y��z{�� ~r��� ���7Ä���|¡w=|�sYz{�?��w=|�Â��W�±�� ���rOw=�7�7�O�?�?�����O�O���Y�?rO|�zO�À�����Y�O� ���O�?u���z{�<rOw=�$�W�?��Â��?�ª(���<�À���&��|�zO��Ä��W|~w=|�s�z{�O�W�?�W�Y�O�����O�?u���zO�?rOw=���< ����O�W�O�W�Y�O�(��z{|������W}Y���~������}�rO ��O¾
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¦x ~w=|�s�|�sY�Y|����<��z{�T�YsY�Y��z�rO�<�?u ��|~z{� �Y}Y|�����z�rO�{�Y�Y©½z���z{�T��rO��z{�Y�Y|¡���Y��w[��}Y� � |¡������<w.sY|~�Y}Y|~}Ytv�OsY�?�����?}Y|~w=|~sY�

{X(t) : t>0}
�W���?��z{�T�YsY�������Oz{�?}Y�O�~�&�O�Y����tv�?rO©«zO�À��O|~�Yz{�O}��?w

x = (x1, x2, . . . , xm)
�����OsY|~�YsY�?w������±�O|¡�����Os�|��YsY�<w��Y}��?��zO}�r{s���z{�O|���<��z{�T�YsY��u

E
�Y�À��|R�?|������Y�Ys�r

xj
�O ~s�rT��rO|�z��Y�����W��Ä���|~w=|~sYz{�?������ ���|

j
Ä�zO�Ou���|�zO��¾

Í�|�z{¬ sWr{ �tv�<r{|~zO�À� Ï�®°±MÑ�Ã�»�´2³[¹ �Å|~���W�4���{��sY�?|��Y��������Ä���|¡w=|�sYzO�O����sY|~u
|x| =

x1 + x2 + . . .+ xm
�<��|��À�@r����T��}�r{sY�Y|�zO�À�

|x| = ν = const
¾Yq��Y�� ¡rOw=�YsY��z{�?u ��|~z{�

E = {x : |x| = ν}
¾

¦xs�rT�Y|O�Y��|�z{¬�sWr{ �tv�<r{|~zO�À� ³[´2ÑãµuÎ�´2³[¹ �W�Y}Y�Y�Y|¡w.}Wr{ ��W�Y��r{©½z ³[´<ÑÄµuÎ�´2Îª¸Ò¯°¸°´<¶¯�Ñ�³[Ãu¸ÄÌ	Ã�³[¹Û¸²±�Ñ�³Z¯Ä´2¿�¼
ν
ã |~�����

E = {x : 06|x|6ν}
��� ³[´<ÑÄµuÎ�´2Îª¸À¯°¸°´<¶æ¯Ã$¸°³[àrµ�®ZÃ$¶�Ì�¸ÄÃ$Ã�³[¹"¸²±MÑ�³[¯°´<¿�¼ ã����O�À�@r

E = {x : 06|x| <∞}
¾i��~�W|¡w7�Y}Y|��W�Y�O�Wr{��rOz{¬R��r��W|�|O�<�Yz{�(}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{|~w=tvu���|�z{|~�O�?u��Y}Y� � |~��� X �Y�{��Y�Y|�z?�À� ����rT�Y���O�?�O}�rO �sYt°w#wyr{}Y���?�?������wÃ�Y}Y� � |~�~���?w§�U�����
wyr{}Y���?�?�����?u � |��Y¬?©��sY|���}Y|�}Ytv�?sYt°w��O}�|~w=|�s�|~w§¾�¥��?�À��r°|~���«�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{sYtv|9}WrO����}Y|��W|���|�s������O�~�W��z«���{�Y�sY�?��z{¬O©
�O��}Y|��W|��Y�Yz{¬<�À���Y|�}Y|��?�¡�Ws��Ou��YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬?©f¢£�YsYz{|~s������OsY�<��z{¬?© �Y|~}Y|��<�{��W�O��w=|�Â(����|��~�����?��z{�T�YsY����w=��¨������Oz{�?}�r����O�Y}�|��W|��Y�Y|�zO�À������|��W��©«ª(��w.�?�O}�rO ��<w

q(x, y) = lim
t↓0

t−1
P

{

Xt = y
∣

∣ X0 = x
}

, y 6= x ,
¢r�Y¾Ï¼¡¨

q(x, x) ≡ 0 .
¢r�Y¾ ¹O¨

iU����|~w
�Y}Y|��W�Y�{��r{��r{zO¬�zTrO��Â(|?�å�YzO����|~z{|��?�Ou±�Y}Y� � |~�~� X �Y�{�Y�Y|~zO�À�4}�|����¡�Y�Y}�sYt°w§�z{�,|¡��z{¬(�Yz{�(�Os�sY|Rw=�TÂ(|~z,���?�O|�}�É,�Yz{¬(�O|¡�����OsY|~�YsY�?|v�Y�����W�(����rT�Y���?�® ~r����?sY|��Ys�tvu�O}Y|¡w=|�sYs��Ou��YsYz{|~}Y�?r{�å¾
¿x}Y�?w=|vzO�O���W�{�Yz{�?�Ot��Y ��?|�Â&r{z{¬®�?tv}Y�TÂ��W|�sY��u��{�O�~�W|¡w4�Y}Y|����Y�{�WrO��r{z{¬W���Yz{�,��|�z{|~�O�?u�Y}Y� � |~�~� X sY|®��w=|~|�z&�Y�?� ���Oª�r{©«ª(�������<��z{�T�Ys��Yu�¾È§��|&Ä�z{����r{}Wr{sYz{��}Y�O|~z��W�<��z{�YÂ&�Ww=�?��zO¬��� ���}Y�O�Y ~�O�O��¬OsY�?�����W�O�Y�<��z{�Ww=�O�������<��z{�T���sY������©«�?�O�~���W}��<�~�O�~�,���O�Y�<��z{��w=�?���&���<��z{�T�YsY�Y�Á ~r����Os�|��YsY�?|x�Y�����W����|�}Y|��?�¡�W�?��¾1xz{�O�?t ��w=�¡��|����Y}��O�?rOz{¬�}Y|~r{��¬OsY��©­��|~z{¬�z�r{�Y�Ww.�Y}�� � |¡�����<w§��s�rOw�sY|~�O�T�?�¡����w=��O�~�W|~z��®��r{��¬Os�|�uYÉ(|~w±�Y|~}Y|��?|~��zO���x��sY� � �Y�?s�r��W¬OsYtv|°���O�OuW��z{�<r®�� ����?�,��|~z{������}�r���O����r�wyrO}YÉ,}��<zO�Y ~r � �Y�$�W�O�YÂ&��ª(���<�À��� ��|�z{�±Ä���|~w=|~sYz{�O��� ���Y| � �W�x�Y�Y|~���Y�Yu4�O����x��sY� � �Y� q �YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{���Y|�}�|��?�¡���O��¾Í�s�rT��r���rY���¡�Ws�rO�����T ~rOu�w=|~wy�À��}�rO�~��w=�OzO}Y|�sY��|~w$sY|����OzO�O}Yt§���?�Oª,�Y�(���?�Ou���z{�½�W����Y�{�W¬O ��?|~w=t§���Y}Y� � |~�����O�W¾�³x�?�����{��¬?�Y� X ã�wyrO}Y���O�?���Y�Yu�����rT���<�?�O�?}�r{ ~sYtvu���}Y�{�
� |~�~�{��z{���O}Y|¡wJ� |����Á�Y}Y|~�Otv�?rOsY�������W©«�O�<w1���<��z{�T�YsY��� }�rO���Y}Y|��W|���|~sY��Ä~�����Y�Os�|�s��� ��r{��¬OsY�W¾O¥årO�Y��w7�?�O}�rO ��<w§�{��r{��z{�O��¬O��� X �O��rO �tv�?rO|�zO�À����sY|~�<�?z{�O}��?w±���<��z{�T�YsY���
x
�¡�Os®�?����|�zv�?��z�r{�?rOz{¬?�À�R�°Ä�zO�?w����<��z{�T�YsY���®�°z{|���|�sY�Y|��O}Y|¡w=|�sY�å��Ä������Y�OsY|~s � ��r{��¬Os��}�rO���Y}Y|��W|���|~sYsY�?���&�x�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{¬O©

q(x) =
∑

y

q(x, y) ,
¢r�Y¾ �?¨

r«���?���W|��?�<�?sY��rOsY�����Y}Y|~�Otv�<r{sY�����RÄ�zO�?w����?��z{�T�YsY�Y�
x
��|�z{|~�O�?u,�Y}Y� � |~�~�9��|�}Y|~u��W|�z����rT�Y���?w_��s�|����Oz{�?}Y�O|½�W}��<�~�O|®���<��z{�T�Ys��Y|

y
�R�O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬O©

p(x, y) =
q(x, y)

q(x)
.

¢p�Y¾ �<¨
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¤¡HJK�Ö? ��
Oä«U¢£O"¤�©QRa«ÛHPU�OäKMR�©�HJNJL�PMRMRW �O�§
O�� ¼?¼l/
¥År{�Y�Y|��Y|�}Y|¡�����O�����å�Y|~}Y|����{����¬ ���Y}Y|��?tv�?rOsY����w=�±�����<��z{�T�Ys������·�åw=�O�~�<z���}Y�¡�W�{���Â&r{z{¬<�À��sY|��?��}�rOsY�Y�Y|~sYsY��¾�³x�O������r{©½ª(r����À���R}Y|~ ��¡��¬�z�r{z{|U�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{¬R���O���z{�T�YsY�Yu��Å�Y�?��|�ª�r{|~w=t§�4�Y}Y� � |~�~���?w X

�å�O�O}Wr{ ��?|�z�wyr{}��<�?�?���Y��© � |��Y¬$���Y|�}�|��?�¡�W�sYt°w=���?|�}Y�T�Yz{s��?��z¡��w=�
p(x, y)

¾Í9��|��W�O|~z��?zOw=|�zO�Yz{¬��W�Yz{���&�Y}�rO�Yz{�Y��|~����������}Y�����TÂ�|�sY��������z�r{s��@r{}Yz{s�tvu����<zO¬�?�Y}Y|���|���|~sY�����Y|~}Y|��<�¡�WsYt§� �Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO|�u
q(x, y)

�?�Otv�Ys��Á���<��z{�?�Yz���s�rT��r{�Wr���?�Y}Y|���|���|~sY�Y��¢Ç������� � |�sY�Y�<r{sY���W¨Å�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{|�u q(x) Ä������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY�?���«}WrO����Y}�|��W|���|�sY�Y�.�O}Y|¡w=|�s_��}Y|��?tv�?r{s����_�$���?��zO�T�YsY�����
x
���O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{|~u_�Y|�}�|��?�¡���O�

p(x, y)
��r� ~rOz{|~w��<Â(|x�&�Otv�Y������|�s��Y����rOw=�Y���O|����Y�Y�Ys

q(x, y) = q(x)p(x, y)
¾

³x�O��r{Â(|~w§�O�Yz{�,�?�O|��W|�sYs��O|°s�r?w=���O������rOsY�Y|,¢r�Y¾Ï¼¡¨ì��¢p��¾ ��¨y��|~z{|��?�O�~�®�Y}Y� � |~���~r®sY����Y��z{¬�sY|R��wyr��Y�Y|~z,�O�?ª,sY�<��z{�å¾<¥År{����s�rO�Y}Y��w=|~}����Y}Y� � |~�~�{�<�O�Y}�|��W|���|�sYs�tvu�sY|¡w=sY�O�~��YsWrT�Y|O�@���O�O�O��¬Os��Á�W|������ w=�TÂ�|�z��OtvzO¬����?|��W|~s4��¯���z�r{s���r{}YzOsY�?w=��¯��å}�rO�~��w=�OzO}Y|�s��sY�<w=���OtvÉ(|O���?�Y����rOsY�Y©­���W|��W��©«ª(��w��O�O}Wr{ ��<w§¾³x�?��z{¬
X
ã��Y}Y� � |~�~�{�· ~r���r{s�sYtvu�s�r����Y|�z{s��?w���}Y�?��z{}�r{sW��z{�?|&���?��z{�T�YsY�Yu E

���z�r{���?u��O�YzO�,�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬OsY�<��z{¬����?��z{�T�YsY�Yu��?���Oz{�?}Ytv|°�Os��Y�?��|�ª(rO|�zT�OzO�TÂ(|«�?�O}�r{� ~�O|�z�wyr{}Y���?�?�����<© � |���¬����Y|~}Y|��<�¡�WsY�Ou��O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬O© ∼
p (x, y)

�·s��Á�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬
�?�O ~w=�TÂ�sY�?���Á�Y|�}Y|��?�¡��rÁ�Y ����?��zO�T�YsY���

x
�O�O}Wr{z{sY����sY|~����Â(| ∼

p (x, x)>0
��r��?}Y|��wJ���~rOw=�O�~�®�Y}Y|~�Otv�?rOsY���&����©½�O�<w$z�rO�<�<w±���?��z{�T�YsY�Y�

x
�W�(����|����<©½ª,|~�����Y|~}Y|��<�¡��r��w=|~|�z&Ä������Y�OsY|~s � ��r{��¬Os��O|R}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|®�x�YsYz{|~s������OsY�<��z{¬?© λ(x)

¾�½�Y|~�O���Ws����O���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{¬�¯�}�rO ����Y��sYt§�å¯v���<��z{�T�YsY��u��O�Y�<��|~ª(r{|¡w=t§�(z�r���Y�Ww_�Y}Y� � |~�~���<w X ���O�?}�r{ ~�O|�z(wyr{}Y���O�<���Y��© � |���¬&��������|����<©½ª,|~u��Y|~}Y|��<�¡�WsY�OuÁ�O|��}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©

p(x, y) =

∼
p (x, y)

1 −
∼
p (x, x)

, y 6= x ,
¢p�Y¾5�O¨

p(x, x) ≡ 0 .
¢r�Y¾ �?¨

³x}Y���Y|~w§�?|~���W� ∼
p (x, x) > 0

�{z{��¯��Y�O��sY�O|�¯��O}Y|¡wJ�&��}Y|��?tv�?r{s�����z�rO�<�?���x�Y}Y� � |~�~��rx����?��zO�T�YsY�Y�
x
ãÁ|¡��z{¬Á����wywyr��?��|����Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsYt§���?}Y|~w=|~s��Y}Y|~�Otv�?rOsY�����W}�rO����Y}�|��W|���|�sYs�t§��Ä������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY�«����rO}�rOw=|~z{}Y�?w.¢Ç�YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬?©R¨ λ(x) ¾OÈ±Ä�z{�<w��������r{|Uw=t.s�rO�{��©U��rO|~w����Yz{�?r � �Y©(�¡���?�À��r°s�r½�Ot§�<�¡�W|Æ�Y v���?��zO�T�YsY��� x �Y�OzO�O�(���Ys��z{|~s������OsY�<��z{¬?©
λ(x)

}�rO��ª,|~���Y�Y|�z?�À�&sWrx�W�<r®�Y�OzO�O��r+O{�W�{�Y� ∼
p (x, x)

�O�? ��O}Wr{ª(rO|�zO�À�
�?�O}�rOz{sY���

x
��r&���{�Y�

(1−
∼
p (x, x))

sWr{�Y}�rO�{�Y�Y|~zO�À���Ás�|����Oz{�?}Y�O|®�W}Y�����?|(���<��z{�T���sY��|
y 6= x

¾·³x�?Ä�z{�<w=�Á�Y�O��sY�?|��O}Y|¡wJ���Y}Y|��?tv�?rOsY���������<��z{�T�Ys��Y�
x
}WrO����}Y|��W|���|�s��Ä~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY���R��rO}�rOw=|~z{}Y�<w

q(x) = λ(x)(1−
∼
p (x, x)) .

¢p�Y¾76{¨
¸x��z{�O�À�@r

X
ã�|~��z{¬�wyr{}Y���?�?�����Yu��Y}�� � |¡���®�R�Y|�}�|��?�¡��sY�OuÁ�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{¬O©

q(x, y) = q(x) p(x, y) = λ(x)
∼
p (x, y) ,

¢p�Y¾ 4?¨
�YzO���� ¡r{��r{sY���Y�?rO|�z,��}Y�Y�O|��W|�s��Y|®|��~���7¯���z�r{s���rO}Yz{sY�<w=��¯«�?�Y���~r{sY�Y©(¾
q��Y���Oz{�Y}�tvz{t§����|~z{|�u��~�W�O�?sY�4�O�O|¡��z{���4}�rO�~��w=�OzO}Y|�sY��|����Os��Yz{��|��� ��Wr

”0”
��?�bÿ�|��W�Ys��Y©½ª,|��~������|��?|��?�°jO���Yz{��s�r��<�¡�W�YzO�À���Os�|,}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�Ou ��|~z{��¾·³x}Y����Y|¡w�}Wr{ ~w=|~}±�Y�O�Y�¡�Y� � �Y�±��Ä�z{�<w�sY�¡��|~�O�<w��� ��W|O�·�Y�O�Y�Y©«ª(|~wy�À�4���YÉ,¬_¯�����z{�?�YsY������?w°¯{�y���Y�?��¯��Y}���j~w=sY���<�<w°¯�Ä���|~w=|~sYz{�O�W�y�W�?��Â���ª,�����À���.��|�z{���UsY�Y��rO�1sY| �O�~�W|~z
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O��
�Oz{}Wr�Â�rOz{¬?�À���(�O|~�Yz{�O}�|R���?��zO�T�YsY������|~z{�������OzO�O}Yt°w7���{�ì�Y}Y|�Â�sY|¡w=���O�~�W|~z��Y�{���Yz{¬{��À�,�O|~�Yz{�?}

x = (x1, x2, . . . , xm)
¾��°�WsWr{���½w=sY�TÂ�|~��z{�O�<w��� ����?�

M
�OzO�Y}Ytvz{�?u���|�z{��O�~�W|¡w4��r��W|�|x���Y�Yz�rOz{¬�w=s��TÂ(|~��z{�O�

{0, 1, 2, . . . ,m}
�<�(�?z¡���Y�Y�Y|R�Oz&w=sY�TÂ�|~��zO�?r��� �����O�

{1, 2, . . . ,m}
�W�Y����������r��� ~r?w=�YsY��z{�Ou���|~z{��¾��t#�?�~�W|~w }�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{z{¬���|~z{|��?�Ou4�Y}Y� � |~���(����É,¬����Y|�}Y|¡w=|�ª(|�sY����w=�±|��W���sY�Y�Ys�t§�&Ä���|~w=|~sYz{�?�Á¢Ç�Y�����¡�Ws��OÄ��W|~w=|�s�z{sYt°w=����|�}Y|¡w=|�ª,|~sY����w=�W¨���zTrO���Yz{��z{�Y���Y���sYt°w[�Y|~}Y|��<�¡�W�?w.���Y� ��}Y� � |¡���~r X �O�~�W|~z��Y|~}Y|~���<�?�����?tv ��<r{sYsYtvu���|�}Y|¡w=|�ª,|~sY�Y|¡w�¡�WsY�?���«Ä���|~w=|~sYz�r«�� Us�|����Oz{�?}Y�O�~�«�� ���r

j ∈M
�½�W}Y���~�Ou,�� ~|��

k ∈M
¾{¿x�OsY�Y}�|�z{sY�W�|~�����Á��|�z{|~�O�Ou���}Y� � |¡��� X s�r��<�¡�W�YzO�À�������<��z{�T�YsY��� x ∈ E

����|��W�YsY���YsYtvu�Ä���|~w=|~sYz¢Çs�rO�Y}Y��w=|~}�����r{��|�z<¨v�Y|~}Y|~w=|~ª(r{|~zO�À���Y ,�� ��Wr
j ∈ M

�&�W}��<�~�Ou��� �|��$��|~z{�
k ∈ M

�z{�����W|��W��©«ª(|�|v���<��z{�T�Ys��Y|§Ä�z{�?u���|�z{�&�O�~�W|~z
Tjkx

�{�À�W|
Tjk
ã,�O�Y|~}�r{zO�O}��~�W|~u���z{�?��©°�ª,�Yu&s�r

x
z�r{����w��?�O}�rO ��<w§�¡��z{�

(Tjkx)
ã,Ä�z{�x�O|~�Yz{�?}����,���OzO�O}Y�?���

j
�í�(���O�?}?�W�Ys�rOzTrs�r�|��W��sY� � ��w=|~sY¬OÉ(|O��r k �í� ã�s�r�|��W�Ys�� � � �?�{��¬?É,|O�@�Y|¡w����O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,�Y|����{��O}?�W�YsWr{z{t ���O|~�Yz{�?}�r

x
¾W��t
w=�TÂ(|¡w��x�?}�wyr���¬?sY�,sWr{�Y���~r{z{¬W���Yz{�
Tjkx = x − ej + ek , e0 = 0 ,

¢r�Y¾ /?¨
�À�W|

ei, i = 1, 2, . . . ,m
ã_|��W�Ys��Y�YsYtvu[�O|~�Yz{�?}��y�_���Oz{�?}Y�O�~�$|��W�YsY� � r7��z{�?�Yz±s�r

i
�íz{�<w.w=|¡��z{|?��r&�?��zTr{��¬Os�tv|½���O�?}?�W�Ys�rOz{t[ã�sY�¡����¾D������Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY�?��z{¬ }�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�����O}Y|¡w=|�s.��}Y|��?tv�?r{s����7�4���?��zO�T�YsY�Y� x|~��z{|~��z{�O|~sYsY�����x�?}�w=�¡���Y}Y�?�?rOz{¬&z{�O�À��r�����|����<©½ª,��w��?�O}�rO ��?w�O<�W�Y����r{Â��W�Ou���r{}�t
j, k ∈ M

�Y}Y|����Y�{�WrO��r{|~zO�À���Y�Yz{�Á�O}Y|¡wJ���W������|��W��©½ª,|��~�$¯��?�O ¡w=�TÂ&s��O���@¯��Y|~}Y|��<�¡��r��r{��|~zTrR�Y 
j
�
k
�{���W����w=|�sWr®���?��z{�T�YsY���&��|~z{�

x
s�rxsY�?�O�?|U���?��zO�T�YsY�Y|

Tjkx
}WrO����}Y|���W|��W|�sY�$Ä������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY�4���YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬?© q(x, Tjkx)

�.�<��|ÁzTrO�Y�Y|��O}Y|¡w=|�s�rã±s�|� ~rO�O������w=t®¾=¿x�OsY�Y}�|�z{s�r{���x�O}Wwyr  ~r���r{s����_Ä�z{�Y�.�O|����Y�Y�Ys
q(x, Tjkx)

�?�~�W|�zT�|~��z{|~��z{�O|~sYsY���� ¡r{�O�W��|�zO¬(�?z(���Os��Y}Y|�zOsY�O�~�,�O����r(w=�¡��|�������|~z{�������Oz{�?}Y��©
w=t �O�~�W|¡w��r��W|�|x}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{z{¬W¾¥��O�À�@r½�?}Y|~wJ�
τ
�Y}�|��Otv�<r{sY�Y�,�Y}Y� � |~�~��r X �x���?��z{�T�YsY�Y� x �{���?z{�O}Y�?|O�¡�O�Y|~�O����sY����Y�{�Y�Y|~zO�À�Áw=�Ys���w=��w=�?w��Y x�?��|���Ä�zO����sY|~ ~r{�?�����Ww=t§���O�O ¡w=�TÂ�sYt§���O}Y|¡w=|�sÁ�TÂ&����r��sY���_|��W�YsY�Y��sY�O�~���Y|~}Y|~���<�?��rY�å�?�~�W|�z z�rO��Â(|Á}�rO���Y}Y|���|���|~sY� Ä������Y�OsY|~s � ��r{��¬Os����År�YsYz{|~s������OsY�<��z{¬&Ä�zO�O���&}�r?���Y}�|��W|���|�sY�Y���?����|�zT�Y�����?�Oz{�?|�zO��z{�O�Y|®�&¢²¹Y¾ ���?¨���}�r{�?s�r

q(x) =
∑

j∈M

∑

k∈M

q(x, Tjkx) ,
¢r�Y¾Ï¼~º?¨

�Y}Y�Y��|~w�����wywyr��?|�}Y|~zO�À�4�����?��|¡w
j
�
k
�� 

M
��|~�����_����| � ��r{��¬Os���s�|��O�~�O�O�?}Y|�s���Yz{�O�²�����O�&�YsY�?|O¾i��O��|�|xz{�?���W���O|��W�Y�Y�Ys�r

q(x, Tjkx)

q(x)

¢r�Y¾Ï¼O¼¡¨
�Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y|�z&���?�O�?u��O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬�z{�O�~�����Yz{�&z�r{���?uÁ����rT�Y�?���Y}Y�?�Y ��?u��W|~z(��w=|~sYsY� ~r�����|�z��Y|~}Y|~w=|~ª,|�s����4|��W�YsY���YsY�O�~��Ä���|¡w=|�sYz�r��Y ��@r{sYsY�?������ ��Wr

j
�����OsY�Y}�|�z{sY�����rO ~rOsYsYtvu��� ~|��

k
¾�·rOw=|~z{��w§���YzO���?�{��|~|������TÂ�sYtv|��O�Y���~r{sY�Y�$��|~z{|�u4}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{©«z�z�r{��Â�|(��|��}Y|��<�¡�Wt­z{�Y�WrÁw=sY�?���?Ä���|¡w=|�sYz{s�t§� �Y|�}Y|¡w=|�ª(|�sY�Yuå�@�(�O�? ~w=�TÂ�sY�<��z{¬?© �Y|~}Y|��<�¡��r��Y 

x
�
x+a−d

���À�W|½�O|~�Yz{�O}�t
a = (a1, a2, . . . , am)

�
d = (d1, d2, . . . , dm)

ã(�?�Y}Y|��W|���Y�Y©«z�������������}Y���?�¡�W�Yª,�����7�<�<�¡���Yª,���$Ä���|¡w=|�sYz{�?��� ���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©«ª(������ ���r��
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��|�z{��¾JÈ Ä~z{�?w­��������r{|�|¡��z{|¡��z{�?|�sYs�t°w �W�O�Y��ª(|�sY�Y|¡w
�O�~�W|�z���}Y|��W���{���TÂ�|�sY�Y|?�å�YzO�|¡����� ��|�z{¬Ás�r��<�¡�W�YzO�À���Á���?��zO�T�YsY�Y�

x
��z{�Á�O}Y|¡wJ�Á���Á���W|��W��©«ª(|��~���Y�OzO|�s � �Wr���¬?sY��?�O ~w=�TÂ�sY�?���x�Y|~}Y|��<�¡��rR�,���<��z{�T�YsY��|
x−d+a

}WrO����}Y|��W|���|�s��®Ä������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY����Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬O©
q(x, x− d+ a)

�Y���Yz{�&Ä~z{���O}Y|¡w=|�s�r(�Y�{���Y©«zO�À��sY|� ¡r{�O�W����w=t°w=������Á�?��|����?�O ¡w=�TÂ&s�t§���O|���z{�O}Y�?�
d
�
a
¾

Ç¡�gf ® ×§à&Ô��½Ô®á�ÖØ×�ÒUÕ�ÔM��Òä�½Õ�ÛhÒ�à�Û°Ü�à&Ô,Ô�Ù®á�Û®Ú�Ó�Ö�~ lÁá�ÔYm
Æ�×vÒ�ÒUÔ�Õ

³x�<��z{¬ {

Xt

}

t>0

ãÁ�?�Y����rOsYsYtvu �?tvÉ,|�����rT���<�?�O�?}�r{ ~sYtvu�wyrO}Y���O�<���Y�Yu���}Y� � |¡���®sWr���Y|�z{s��?w[�Y}Y�<��z{}Wr{s���z{�O|,���?��z{�T�YsY�Yu
E
�, ~r���r{sYs�t°w=���Y|�}Y|��?�¡�Ws�t°w=���YsYz{|~s����Y�?sY�{���z~��w=�

q(x, y)
¾³x�O���TÂ��Yz{|��W¬Os�r{��w=|~}�r

π
s�r

E
sWr{ �tv�<r{|~zO�À� ¶�Ã$Ð�®Èµu¶u®ZÃ�´2Ã�³[¹_±Ò¸Óµu³[¹ �W�Y�

X
¢Ç���W������

q
¨���|~���W���?s�r��~�W�O�O��|�z{�?�O}<�Y|�z&���W|��W��©«ª(|~w=���<r��WrOs���s��?w=����}�r{�?sY|�s��Y©

π(x)
∑

y

q(x, y) =
∑

y

π(y)q(y, x) , x ∈ E ,
¢p��¾6¼T¹O¨

�Y}��Y�Y|~w§�9|~���W���Y}�� � |¡��� X �Y�O�Y�Y|�zO�À��sY|���}Y�Y�O�¡����w=t°wL���Y�{�W�TÂ&��z{|���¬?sY�4}Y|��Y��}��}Y|~sYz{sYt°w§��z{������ª,|~��z{�O�?|�z�|��W�Ys���z{�O|~sYs�r����Y�O���TÂ��Yz{|���¬Os�r{���?|�}Y�T�YzOsY�?��z{s�r���w=|�}Wr
π
�T�~�W�O�O��|�zO�O�O}<�Y©½ª(r��®Ä~z{�?w=�®��}�rO�OsY|~sY�Y©,¾�È±z�r{���<w���������rO|��Y}�� � |¡��� X s�r{ ~tv�?rO©«zð µ*àá³Z½0¶�Ì�¸°¯°Ñ�¶+± ��}Y� � |¡�����?w§�år π ã$��zTr � �Y�?s�r{}Ys�t°w����W�7}�r{�?sY�O�?|~��s�t°w�}�r?���Y}�|��W|����|~sY�Y|¡w

X
¾Å¦xsY�O�À��r±¢ ���Y�7�Y}Y�<��z{�?z{t«¨«���Y�7Ä�}����¡�W�Y��|~�����?�����Y}Y� � |~���~rY�·s�rOu����7|��~��Ys��?r{}���r{sYzOsY��©.w=|�}Y�?������|��W��©«ª,��u�É(rO�=ãR|~|9sY�?}�w=�Y}Y�?�O�Y�&¢Ç�YzO�O�Ot7���{�����Y�YzO¬½��r?w=���zTr � �Y�?s�r{}Ys��O|R}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Y|¡¨�sY|®��}Y�O�?�¡���YzT¾�½zOw=|~z{��w z�r{��Â�|O���YzO��|~���W�

X
ã Ä�}Y�~�¡�W�Y�Y|¡���Y�Yu4�Y}Y� � |~�~�{��zO��|~������z�r � �Y�OsWr{}YsY�?|}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|

π
�Y�{���Y|�zO�À����|~���x�Y}Y|��W|��W¬OsYt°w$}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|¡w§�{�®z{�?w4��w=t°����|O��YzO�

lim
t→∞

P
(

Xt = x
)

= π(x)
¢r�Y¾Ï¼l�<¨

È§�����?w=sY��w§�9�Yz{�_��zO�T�<rO��z{�Y�Y|¡���Y��u��Y}�� � |¡�����Y�{���Y|�zO�À�[��z�r � ���Os�rO}YsYt°w§�Æ|¡�����[|��~����Os�|��YsY�<w=|�}Ys�tv|�}�rO���Y}Y|���|���|~sY���_�YsY�<r{}Y�Wr{sYz{s�tf�?z{sY�<���Yz{|���¬Os�����©«�?t§�±� ���O�Y�~�O��?�(�?}Y|~w=|~sY��¾¥År{�±��r{��sWr{É
X
ã wyr{}��<�?�?���Y�Yu4�Y}Y� � |~���O�·z{�Á���Y�4|�������zTr � �Y�?s�r{}Ys��?��zO��sY|~�O�T�?�O��W�Ww=���Á�W�<��z�r{zO�O�YsY�W���Yz{�?�Ot

P
(

Xt = x
)

= π(x),
���Y�Á��©«�?t§�r¿���ê

.
¢r�Y¾Ï¼°��¨

��s��TÂ(|~��z{�O� � |�sY�?�Ot§����r{}WrOw=|�zO}Y�O������r{}�r?w=|�z{}��O�,Ä¡�®�x|��YzO�Y�OsY�<��z{�å�O�O��}Y|��W|��Y�Y©°�ª(���x���O�?u���z{�<r§�Y �����rO|~w=t§�®wyr{}Y���?�?�������R��}Y� � |¡�����O�����O�Otv��sY�v�Otv}�r{Â�rO©«zv�°z{|~}�w=���s�r{��sY|����?z{�O}Yt§�����Y| � ��r��W¬OsYt§���x��sY� � �Y�Os�r{���O�W¾�³x}Y|��W���{���TÂ���w§�������O�Y ����½Ä~z{��w§��YzO�(sY|~���Oz{�?}�r����?|����Y���Ys�r�¢£s�r{��}Y��w=|�}å� � |�s�r(�����Á�Y}Y�?�Y ��?�¡�W�Yz{|���¬OsY�<��z{¬�¨y�Y ¡w=|�s����|~zO�À��sY|��Y}�|�}Ytv�?sY�(�«�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{¬O©
f(x)

��|����YsY� � ���?}Y|~w=|~sY���<�À�Y�Y�Yu�}�rO O�O��rO�
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O��
�Y}Y� � |~�~� X s�r{�?�¡�W�Yz?�À�(�®���<��z{�T�YsY��� x ¾?¥��?�À��rR�Y�{�WsY�O|§�Y ¡w=|�sY|~sY�Y|vÄ�zO�Ou&�O|����Y�Y�Ys�t ~r��YsYzO|�}Y�<r����O}Y|¡w=|�sY�

[0, t]
�?����|�z&}�r{�?sY�

∫ t

0

f(Xs) ds
¢p��¾6¼[�O¨

iUtv�?r{©½z��YsYz{|~}Y|~��sYt�z�r{��Â�|����<rO}�r{�YzO|�}Y����z{�Y�Y�å�����{�Y ~rOsYsYtv|��®��|�}Y|��?�¡��r?w=����}Y�{�
� |~�~��r�¾å³x}Y|����Y�{���TÂ���w �Y}Y�±Ä~z{�?w§�Å�Yz{� h(x, y) ã�sY|����?z{�O}�r{� � |�sY�?�?r��4�O|����Y�Y�YsWrY����O�Y ~r{s�s�r����°��|�}Y|��?�¡��r?w=���Y}Y� � |~���~r X ��  x � y ¾<¥å�O�À��r,�Y�{��sWr�����zO�O��w=�<��z{¬(�Y|�}Y|���?�¡�W�?�,s�r&��sYz{|�}��?r��W|

(0, t]
�?�~�W|�z

∑

n

h(Xτn−1 , Xτn
) 1(τn ∈ (0, t]) ,

¢p��¾6¼0�?¨
�À�W|

0 ≡ τ0 < τ1 < τ2 < . . .
ã_w=�?w=|~sYz{t ����rT�Y���O� �Y}�� � |¡����r X ¾��W�W|¡��¬����|��W�O|~z°�Oz?w=|�z{�YzO¬����Yz{�

Xτn

ãR|¡��z{¬½ �s�rT��|�sY�Y|��Y}Y� � |~�~��r X �½w=�?w=|~sYz n �ì���R����rT�Y��rY�rÁ�x��sY� � ���
1(·)

ã��O�?�O �sWrT��r{|~z��Ys��W�Y��rOz{�O}��·}Wr{�Os�tvu
1
�Y���

0
�� ¡r{�?������w=�<��z{�$�Oz�O|~}YsY�?��z{�����������TÂ�sY�?��z{���<zO�O|�}<Â��W|~sY�����&�����O�O��r{�@¾

D�}Y���¡���Y�Y|~����r���z{|��?}Y���ÁwyrO}Y���O�<���Y�����Y}�� � |¡�����?���?��z�r{s�rO�{���Y�<r{|~z¡�?�Yz{���Y}Y|��W|���¬?sY�O|��}Y|��WsY|~|° �s�rT��|�sY�Y|vz�rO�Y�����x�<s�� � �Y�?s�r����?�R����ª,|~��z{�O�?|�zT�O�å�O�O�O��|�|vzO�O���W�{Ä�zO���Y}Y|���|����t1���?�O��r���r{©½zx�½wyr{z{|¡wyr{z{���Y|~���Y��w±�TÂ�����rOsY�Y|~w±�x��sY� � �Y�Os�r{���O�x�,��������r{|?�O���O�À�@r�Y}Y� � |~�~� X ��z�r � �Y�?s�r{}�|�s�¾0D�zO�Ozv}Y|~ ��¡��¬�z�r{z§�~�W�O�?sY�°���x�?}�w=�¡���Y}Y�?�?rOz{¬v����|��W��©«ª,�Ww�O�?}�r{ ~�?w
gJ�<ý$�
����'fXe¬£ùu¬?ÜÞ)�'	#�ýWüCcWý���=KId��;ÉD
�=û���� ß ïJ¯²¾u¶À±�®Èµ*Ñ�³ZÐ,¯°Ñ�¶�¹�·Zµ*³0Åu¸°¯l¯

X Í ð µ*Õàá³Z½l¶$Ì�¸°¯°Ñ�¶�¹é¯°³a¯°´2®ZÅ$¶�³[Ã$®áµuÃ�Îe±(µ�®,¯Ä·,µ*¸l½0¸²¾*¸°Ã�¶u¸²±
π
Ë%´2³×¯£Ð,¸Óµ*³ãÖu´2Ã�³Z¯°´<¿�¼Ûïì�³QÆ ��Æ�ïáí

lim
t→∞

t−1

∫ t

0

f(Xs) ds =
∑

x

π(x)f(x) ,
¢p��¾6¼Z6{¨

lim
t→∞

t−1
∑

n

h
(

Xτn−1 , Xτn

)

1
(

τn ∈ (0, t]
)

=
∑

x

π(x)
∑

y

q(x, y)h(x, y) ,
¢p��¾6¼04?¨

·Zµ*¶U»�¯²¾u³ZÐZ¶$¶�Ë�Ì	´<³%»�Ñ�®lÏ�®ZÃ�Ã$Îª¸Ò¯°»0±�±�Îb¯Ä»�ç%¸°¯°´2Ð,»�¼�´�Æ
îQ´<¶¥·Zµ*¸l½[¸²¾u¿�Ã�Îª¸ÀÐZÎuµ	®ZÉ�¸ÄÃ$¶�Ö¥³Z¯Ä´%®Z¼�´%¯èÖa¯Ä·,µ	®,Ð�¸°½ã¾u¶$ÐZÎe±�¶æ½[®[É�¸_·�³Z¯²¾*¸<Ï�®°±�¸°ÕÃ�Îó¯²¾u»�Ì�®Z¹�Ã$Î
Ø£Áª»�Ã�Ñ�Å�¶�¹×Ð"Ã$¶+ØÛÃ$®"¶	Øa¯Ä³[³[´2Ð�¸Ä´%¯Ä´%ÐZ»�¼�ç2¶$¸2±�®Z´%¸²±�®Z´2¶�Ì�¸l¯ÄÑ�¶$¸³0ÉÊ¶$½[®ZÃ$¶�Ö�Æâ�³á¾*¸°¸�´2³Zàá³0Ëe¸°¯²¾u¶

X Í ¯Ä´%®ZÅ$¶�³[Ã$®Èµ*Ã�Î�¹�·,µu³[Å$¸l¯°¯ãË*´2³�½[®ZÃ$Ã�Îª¸J·,µ*¸°½[¸²¾uÎ"Ö*Ð°¾	Öu¼�´%¯èÖ¯Ä³[³[´2Ð�¸Ä´%¯Ä´%ÐZ»�¼�ç2¶�±�¶_±�®Z´%¸²±�®,´<¶$Ì�¸°¯ÄÑ�¶�±�¶À³0ÉÊ¶u½0®,Ã�¶�Ö	±�¶�t

E

∫ 1

0

f(Xs) ds , E

∑

n

h(Xτn−1 , Xτn
) 1(τn ∈ (0, 1]) .

¢p��¾6¼0/?¨
D�zTr½z{|~�O}Y|¡wyr«�Y�? ��?�{�Y�Y|~z°�Y�¡�W}Y�?�OsY|~|Æ���~����|��W�O�<r{z{¬½sY|����OzO�O}Ytv|��Y�{��|~ �sYtv|U���?�Ou����z{�<r��Y}Y� � |~���~r X ¾
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¸®rO�Y}Y��w=|~}��{��}Y|��WsY|~|U���������®��|�}Y|��?�¡�W�?�«�Y}Y� � |~�~��r X �Y §�O�{��rO��zO� A � B �®|��W�Ys�� � ��?}Y|~w=|~sY��ã�|¡��z{¬�sY���YzO����sY�O|®��r{�

ΠQ(A,B) ≡
∑

x∈A

π(x)
∑

y∈B

q(x, y)

= lim
t→∞

t−1
∑

n

1
(

Xτn−1 ∈ A,Xτn
∈ B, τn ∈ (0, t]

)

.
¢p�Y¾ ¹{º<¨

D�z�r&Â�|��O|����Y�Y�YsWr��O�~�W|~z��Y�{�Y�YzO¬?�À� wyr{z{|¡wyr{z{���Y|~���Y��w1�TÂ�����rOsY�Y|¡w��������Wr�zTrO�Y����Y|~}Y|��<�¡�W�O�, ~r�|��W��sY�Y�YsYtvu��?}Y|~w=|~sYsY�OuÁ�YsYz{|~}Y�?r{�å��|~�����
X
ã���z�r � �Y�Os�rO}YsYtvuÁ�Y}Y�{�� |¡���O¾ÈU|��W�Y�Y�YsY�

ΠQ(A,B)
sWr{ �tv�<r{©½z Ð,¸ëµu³ÄÖu´<Ã$³Z¯Ä´2Ã�Îe±ø·�³[´2³0Ñ�³È± w=|�Â��W�

A
�
B
¾Y¥��O��À��r������WrO��zOsY�?��z{���

ΠQ(x, y)
ã$|~��z{¬���}�|��Ws����_�Y���_}�rO�OsY�?�O|~��s�r��4�YsYz{|~s������OsY�<��z{¬�Y|~}Y|��<�¡�W�O�x�Y R���<��z{�T�YsY�Y�

x
�
y
¢Ç�Y}Y��Ä�z{�<w

q(x, y)
s�r{ ~tv�?rO©«z ¶�Ã$Áª¶�Ã$¶�´%¸ÈÏ,¶�±Ò®°¾u¿�ÕÃ$³0¹f¶�Ã�´%¸ÄÃu¯Ä¶uÐZÃ�³Z¯Ä´2¿�¼�·$¸ëµ*¸áØ$³[½0³ZÐ ¨�¾Ê«}Wr{�Os�|�sY�Y| à²¾u³0ÚÄ®l¾u¿�Ã�³Zàá³UÚÄ®l¾*®ZÃ$¯È® ¢p��¾6¼T¹O¨R�$���O|~z{|��?��|��~���OtvÉ,|¡����r{ ¡r{sYs��O���7¢£�z{|~}�w=�Ys�r{�4�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{sY�O�~���Y�Oz{�?��r?¨xw=�TÂ(|~z��Otvz{¬���|�}Y|~�Y����rOsY� ���W|��W��©«ª(��w
�O�O�}�rO ��<w�O

ΠQ(x,E) = ΠQ(E, x) , x ∈ E .
¢p��¾ ¹Y¼¡¨

D�z{���? �s�rT�Wr{|�zT���YzO���Y}Y��}�rO�OsY�?�O|¡���Y�±¢Ç����zTr � �Y�?s�r{}Ys��?w_}�|�Â���w=|¡¨«��}Y|��WsY|~|®�Y�����W��Y|~}Y|��<�¡�W�O�§�v|��W�YsY� � �R�?}Y|~w=|~sY�®�Y 9���?��z{�T�YsY��� x �?�v�?��|y�W}Y�����Y|9�O�O ¡w=�TÂ�sYtv|Æ���<��z{�O��YsY�Y��}Wr{�Os�����}Y|��WsY|~w=���Y�W�������Y|~}Y|��<�¡�W�O�&�Y ��<��|~�O�O ¡w=�TÂ�sYt§���W}��<�~���·���?z~�W�Y�YsYt§��?z
x
�å���<��z{�T�Ys��Yu±��Ä~z{� ���<��z{�T�Ys��Y|

x
¾Å³x}��Oª,|�¢£�<�?}Y�O��|¡¨R���?�O�?}?���@�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬�Y�?z{�O��r��~���À�<�¡���Yª,|~���½�Y v���?��z{�T�YsY���
x
��}�rO�Os�r«�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{�&�Y�OzO�O��rY�¡�{�<�¡���Yª,|~����

x
¾Í���wyw=�Y}Y�O����}�r{�?sY|�s������ ���O�<r���¬?sY�O�~�®�?r{�Wr{s��~rR���Y���?��|������<��z{�T�YsY��u

x ∈ A
���Y�{�W�?��Y�Ww.�?�{��|~|½�?�Oª,|~|x�?r���r{s����O�O�?|°��}�r{�?sY|�s��Y|

ΠQ(A,E) = ΠQ(E, A) ,
¢p��¾ ¹?¹O¨

���W���Y��������©«���Y���Y x�O�?|������WrO��zO|�u��O|��W�Y�Y�YsY�
ΠQ(A,A)

�
ΠQ(A,AC) = ΠQ(AC , A) ,

¢r�Y¾ ¹,�<¨
�À�W|

AC ã��O�?�O ~s�rT��r{|~z½�W�O�Y�O��sY�YzO|���¬?sY�O|½� A ¢£�����Á�<�<w=������w=|~sYz�r{}Ys��O| A ¨9w=s��TÂ(|����z{�O�W¾¥År{�Y��w_�O�O}Wr{ ��<w§�?w=t����{�����Y���W���?��z{�(��sYz{|�sW���Y�?sY�?��z{¬,�Y�?z{�O��r®�� 
A
}�r{�?s�r®�YsYzO|�s�����Y�OsY�<��z{���Y�OzO�O��r �

A
�y�YzO�4w=t �7�W�O�YÂ�sYt �?t§�����=|~��z{|~��z{�O|~sYsY���=�TÂ�����rOz{¬����Y�}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�Ou���z�r{�?����¬Os��OuÁ������zO|~w=t®¾1x�������$ ¡r��<�¡�W�O�$�Y}Y� � |~���~r X �

A
sWr��Ys�z{|�}Y�<r���|

(0, t]
¢£s�r{ ~tv�?r{|¡w=�O|ÁzTrO��Â(|Ì	¶u¯²¾u³È±ø·�³Z¯°¸°ç2¸°Ã�¶$¹ ¨��Yw=�TÂ�|�z��Otvz{¬��?tv�Y������|�sY�&���W|��W��©«ª(��w��O�O}Wr{ ��<w�O

NA(t) ≡
∑

n

1
(

Xτn−1 ∈ AC , Xτn
∈ A, τn ∈ (0, t]

)

.
¢p�Y¾ ¹Z��¨

�½z{�����@r�¢£�,�O|~}�¾Å¼T¨§�YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬Á�Y�OzO�O��r
λ(A)

�������Oz{�?}Y�Ou���}Y� � |¡��� X �{�?�¡���Yz�
A
�Ww=�TÂ(|�z��OtvzO¬��?�Y}Y|��W|���|~s�r��Y|�}�|� ®�Y�������&�Y�?��|�ª(|�sY�Yu� ~r�|��W�YsY� � ���O}�|~w=|�s��

λ(A) ≡ lim
t→∞

t−1NA(t) .
¢r�Y¾ ¹��?¨
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λ(A) = ΠQ(AC , A) =
∑

x∈AC

π(x)
∑

y∈A

q(x, y) .
¢p��¾ ¹��?¨

D�z�r��Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬����{�Y ~rOs�r�z�rO��Â(|��4��w=�?w=|~sYz{�<w
Tn
ã
n
�í�~���Y�?��rT��rOsY������}Y�{�

� |~�~��r X � A ¾�³x�� ¡r{���Os����O�O��¬OÉ(���Á������|������Y� z{�?�Y|��Ys�t§���Y}�� � |¡�����?���O�Y|~�O����sY����Yz{�
lim

n→∞
n−1Tn = λ−1(A)

�R�?|�}�¾�¼
.

¢p��¾ ¹�6{¨
q,}Y�����?u®�YsYz{|~}Y|~��sY�Ou��?|������Y�YsY�?u�����r{}�rO�Yz{|�}��Y ���©«ª(|�u®�Y�?�O|��W|�sY��|Æ�Y}Y� � |~�~��r X ���Y�{��Y�Y|�z?�À�4��}�|��WsY|~|&�O}Y|¡wJ�4|~�����Y}Y|��?tv�?rOsY�����

A
¢Ç�Y���±�O}Y|¡wJ�$�TÂ�����rOsY���W¨��·�?�Y}Y|��W|���Y�Y|~w=�?|®����|��W��©«ª,�Ww.�?�O}�rO ��?w�O

W (A) ≡ lim
n→∞

n−1
n

∑

i=1

Wi(A)
�x�?|�}�¾·¼

,
¢p��¾ ¹�4?¨

�À�W|
Wi(A)

ã�|¡��z{¬��O}�|~wJ���@�Y}Y�?�O|���|�sYsY�?|��Y}Y� � |~�~���<w X � A s�r�|���� i �íz{tvu$�O�Y ~�YzT¾¤,�O}�w=�¡�������Y���Otv�Y������|�s����ÁÄ~z{�Ou��O|����Y�Y��sYt� ¡rT��rO|�z&����|��W��©«ª(r{��¥å|��O}�|~wyr
gJ�<ý$�
����'?XÝ¬ ��¬�ïJ¯²¾u¶U·,µu³[Å$¸l¯°¯

X Í ð µ�àá³Z½l¶$Ì�¸°¯°Ñ�¶�¹�¯Ä³¡¯Ä´%®ZÅ$¶�³[Ã$®Èµ*Ã�Îe±Êµ�®,¯°·Zµ*¸l½[¸ÄÕ¾*¸ÄÃ$¶$¸²±
π
Ëª´<³%·,µ*¸°½[¸²¾u¿�Ã$®°Ö?Ð,¸²¾u¶$Ì	¶�Ã$®

W (A)
¯Ä»�ç2¸l¯Ä´%ÐZ»�¸°´õ¶

W (A) = λ−1(A)
∑

x∈A

π(x) .
¢p��¾ ¹�/?¨

 �¡o¢G£o¤b£�¥P¦�§�¨-©K¥PªL¡�«¦xsYz{|~}Y|~���<©½ª,|~|Æs�rO�Æ�<zO�O|�}<Â��W|~sY�Y|y�Y�O�Y�Y|�zO�À�x�Y}Y�<��z{t°w�����|��@��z{�?�Y|~w±¢p��¾6¼Z6{¨@�� 9¥�|~�{�}Y|~w=tå�Y¾Ï¼x�Á}Wr{�O|~s���zO�?r�¢p��¾ ¹�6{¨�¾q,|�u���z{�O��z{|���¬?sY���

W (A) = lim
n→∞

n−1

∫ Tn+1

0

1
(

Xt ∈ A
)

dt

= lim
n→∞

n−1Tn+1 · lim
n→∞

T−1
n+1

∫ Tn+1

0

1
(

Xt ∈ A
)

dt

= λ−1(A)
∑

x∈A

π(x)
�x�O|~}�¾·¼

.

¥�|~�O}Y|¡wyr(�W�O��r{ ¡r{s�r�¾
�

Ç¡�qp ñ Û®Ó98 ×�� � à&Û�à5l�á�Ô�Òä�½×J�<±oÝ_�çlÁá�Ý��
×§á�ÒU×J�«Ý
´yrO���~w=�Oz{}���wÃ�Oz{��}Ytvz{��©���|�z{¬W�U���?��z{�T�Yª,��© �Y 

m
���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�_���?|��W�Ys�|�s��sYt§�$�� ����O�

1, 2, ...,m
�7��}Y|��W���{���TÂ���w§�·�YzO���W�O��Â���ª,��|~�À�±��s�|�u±Ä���|¡w=|�sYzOtf���{���z{����rO©«z�sWr��{�<�¡���� ��Wr

1
���?���W|��Y�<rO�~���Os��O�?�����O�����Y�?z{�O��r��®�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬O©

λ
�



È+� s���§�L�P�U�OQ«d¨L�ML�� ¤�©ßHM �§eOS�7vøR��ø¤�©QRM«"Oª©  �O�§�R ¼¡¹��
�Y�<����|��W�O�<r{z{|���¬Os����O�<�����<Â��Y�<r{©«z?�À�.�O�4�?��|��.�� ���r��.�Y�±�Y�?}<���W�Y�_�����Y�¡�W����©½�Y|��sY�Y���år� ~rOz{|~w �Y�O������r{©½z�Ä�z{�4������z{|~w=�?¾
iU�~�W|~w
�Y}�|��W�Y�O�Wr{��rOz{¬�zTrO��Â(|?���Yz{����r{Â&��Wtvu±�� �|��_�Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y|�z����O�O�?u$|��W�YsY���YsYtvu_��|~}Y�O|~}����?�?���W�?Â��Y�<r{©½ª,�Yu4Ä���|¡w=|�s��z{t ���_�¡�WsY�<w=�������O�?z{�O|~zO��zO�O�Y�����W��� � �Y�����Ys��Ou FIFO �U���Yz{�.�?}Y|~wJ�1�?�?���W�?�Â��Y�<r{sY������©«�?�O���ÁÄ���|¡w=|�sYz�r����< ���|

j
}�rO���Y}Y|��W|���|~sY��Ä������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsY���(�Wr{}�r{�w=|~z{}Y�?w

µj
�J��}Y�Y�Y|¡wLsY|~ ~r{�?�����Ww=���Oz$�{�<�¡�WsY�O�~� �Y}Y� � |~�~��r��.�Oz$}�r{�?�Oz{tf��}Y���������|�}Y�?|�}Y�?�Á��|~z{��¾·Ì9�����4�Y�Á��}Y�Y�OtvzO�Y©Ø�Á�� ~|��$Ä���|~w=|~sYz� ~rO��z�r{|�z���|~}Y�O|~}$ ¡r{s��Yz{t°w§�z{�7�?s��<��z�r{|~z±�4�?�Y|�}�|��W¬±�[�TÂ�����r{|~z7���O�?|��~�$�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y��¾=¥År{�Y�Ww#�?�O}�rO ��<w§���r�Â��Wtvu4�� �|��4�Y}�|�����zTrO�{�Y�Y|~z����O�?�Ou�s�|����Oz{�?}Y��©Øw=�¡�W|���¬

Mλ|Mµj
|1|∞

���W��z{|¡w=t���
���,�O�?�¡�W�<w
λ
���¡���YsY�O��sYt°w7��|~}Y�O|~}Y�?w

µj
���Y}Y���Y|~w7��}Y|��W���{�WrO��r{|�z?�À���O�Yz{���?��|

%j = (λ/µj) < 1, j = 1, 2, . . . ,m
¾ÅÍ��<��z{�T�YsY��|&��|�z{�±�Y}�|�����zTrO�{�Y�Y|~zO�À���?|��Yz{�?}Y�?w

x = (x1, x2, . . . , xm)
s�r½w=sY�TÂ(|¡��z{�?|

E ≡ {x : |x| <∞}
�T�À�W|

xj
ãR�O�?�O ~s�rT��r{|~z§�Y��������&Ä���|~w=|~sYz{�O���&�� ��W|

j
¾W¥år{��r{����|~z{¬�s�rO �tv�?rO|�zO�À� ´2®ZÃu½[¸²±M³È± ������rO��w=t ���O���W��w��r{��|�|?���Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y|�z&���?�O�?u��Y}Y�<��z{|~uYÉ,��u���}Y��w=|�}��?z{�Y}YtvzO�Ou���|~z{�Áq�Â(|������Os�r�¾

³x�?��z{¬
Xt
�?�Y����tv�<r{|~z����?��zO�T�YsY�Y|���|~z{�7� w=�?w=|~sYz

t
¾Å¥��?�À��r���|~z{|��?�Ou4�Y}Y� � |~�~�

X = {Xt : t>0}
�Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y|�z����O�?�Ou��Y}Y� � |~���§�®�?z{�Y}YtvzO�Ou���|~z{���vsY|~�O��}Wr{sY�Y��|�s��sY�?uæj~w=���<��z{¬?©,�J�<�?z{�O}�tvu_Ä��?�{��© � �Y�Os��Y}Y�O|~z��O� �?}Y|~w=|~sY������|����<©½ª,��w��?�O}�rO ��<w�O�Y�?��r{���Á���?��z{�T�YsY�Y|

x
�W��}Y� � |¡��� Xt

�?��z�r{|�z?�À����Ä�z{�<w����?��z{�T�YsY�Y���W���Y}Y���<�¡��r�sY�O��?�O����Ä���|~w=|~sYz�r����� �|��
1
�å�����4�����O���OsY�Wr{sY���±�O�<�����<Â��Y�<r{sY���4����r{���?wJ�í���Y�?���� �� ��W�O��¾�q,}Y������w=�������?�?r?w=���~zO�Y�Y�Y�Ys�t°w=�(�Y|~}Y|��<�¡��rOw=�®�½Ä�z{�?u(��|�z{�,�Y�{�Y�Y©½zO�À�����Y�?��Y|~}Y|��<�¡���Y 

x
�
T01x = x+ e1

¢£�Y}Y���<�¡��Ä���|¡w=|�sYz�r®���� ~|��
1
�Y ~�OsY|½��|�zO�W¨��<���Y�?�®�Y|��}Y|��?�¡���Y 

x
�
Tj,j+1x = x−ej+ej+1

¢£ ~r{�?|�}YÉ(|�sY��|y�O�?�����<Â��Y�?rOsY���x�
j−
zO�?w��� ���|T¨���?�O ~w=�TÂ�sYtvu����YÉ(¬���}Y���?���W�O�O�������Yz{�

xj>1.
�W�W|~��¬����Y}��?w=|xz{�O�~�����Y}�|��W�Y�O�Wr{��rO|�z���À���Y��z{���� �|��

m+ 1 ≡ 0
�YzT¾ |O¾���z{���O��|�}�rOz{�O}��Y|~}Y|��<�¡��r

Tj,j+1 = Tm0
�Y}Y�

j = m
¾¦x x�?��|��~�(�?tvÉ,|®����r{ ¡r{sYs��O���,����sY�W���Yz{���Y|~}Y|��<�¡�WsYtv|R�YsYz{|~s������OsY�<��z{��}�r?����wyrOz{}Y����<r{|~w=�?���(�Y}Y� � |~���~r��O�~�W��z&}�r{�?sYt

q(x, T01x) = λ, q(x, Tj,j+1x) = µj1(xj>1),

�Y}��Y�Y|~w��YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{���<��|����W}Y�������Á�Y|�}Y|��?�¡�W�?�(zO�TÂ(��|~��zO�O|�s�sY�&}�r{�?sYt
0
¾

Ê«}Wr{�Os�|�sY�Y|½� ���O�<r���¬?sY�O�~�®�?r{�Wr{s��~r�¢p��¾6¼T¹O¨��O���Oz{�?}Y�?w=�(�W�O�YÂ�s�r��~�W�?�{��|~z{�O�?}<�Yz{¬�Ys��?r{}���r{sYzOs�r��®w=|�}�r§z�rO�<�?���v�Y}�� � |¡����r����O��|��O���WsY�����Y}Y��w=|~z° ��W|¡��¬°����|��W��©½ª,�Yu®�?���

π(x)

m
∑

j=0

q(x, Tj,j+1x) =

m+1
∑

j=1

π(Tj,j−1x)q(Tj,j−1x, x)1(xj>1), x ∈ E,
¢r�Y¾ �Oº?¨

�À�W|R�&�Y}�rO�O�OuÁ��rO��z{������rO ~rOsYt�z{�O��¬O�����?��|xz{|®���?��zO�T�YsY�������Y x���Oz{�?}Yt§���?�O ~w=�TÂ�|�s�Y|~}Y|��<�¡�������<��z{�T�Ys��Y|
x
 ~r&���Y|~z&sY|�sY�¡��|~�Ot§����|�}Y|��?�¡�WsYt§�Á�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{|�uå¾

È§����|�����zO�O�Y|�sY|� ¡r{�?������w=�<��z{��}�r{�?�Oz{tØ��r{Â(���O���$�Y ��� ����?��}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{|¡w=�Ou��|�z{�Á�W}Y�����?z(�W}Y����r&w=�TÂ&s����Y}Y|����Y�{���TÂ��YzO¬��Y�YzO����z�r � ���Os�rO}YsY�O|x}�r?���Y}�|��W|���|�sY��|}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�O�~�(��|~z{|��?�O�~�(�Y}�� � |¡����r(�O�~�W|~z&}�r{�?sY�(��}Y�O�Y ~�O|��W|�sY��©���z�r � �Y�?s�r{}Y�sYt§�Á}�rO���Y}Y|���|���|~sY�Yu��?��|���|��~�&�Oz~�W|��W¬OsYt§���� ����O�W��z¡¾ |O¾��Yz{�

π(x) =
m
∏

j=1

(

1 − %j

)

(%j)
xj ,
�À�W|

%j =
λ

µj
,

(

%j < 1, j = 1, 2, . . . ,m
)

.
¢p�Y¾ �Y¼T¨
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1xz{�O�?t��Y}Y�O�?|�}Y��z{¬�Ä�zO���Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ(|�s��Y|O�W ~rOw=|~z{��w§���Yz{�

π(x)
���?�Y}Y|��W|���|~sYsY�?|�z�r�����Ou��x�O}�w=�¡���?u����~�W�O�O��|�z{�?�O}<�Y|�z&���W|��W��©«ª(|�u�������z{|~w=|,�<}Wr{�Os�|�sY�YuoO

π(x)q(x, T01x) = π(T0mx)q(T0mx, x),
(

j = 0, m+ 1 = 0
)

,

π(x)q(x, Tj,j+1x) = π(Tj,j−1x)q(Tj,j−1x, x)1(xj>1), 16j6m.
¢p�Y¾ �?¹?¨

q,|�u���z{�O��z{|���¬?sY�����Otv�Y�YÉ(|~w�� ��}Wr{�Os���w���|��?�<©­����}�r{�?�<© ��rO��z{���Y|�}��O�O�~�&}�r{�?|�s����z{�<r��&������zO|~w=|®��}�r{�?sY|�s��Yu4¢r�Y¾ �?¹?¨
π(x) q(x, T01x) = π(x) λ ;

π(T0mx) q(T0mx, x) =
(

π(x) %m

)(

µm

)

= π(x) λ .

¶°s�r{���O�~�Y�YsY�(�������?z{�O}Y�?����}�r{�?|�s���z{�?r(��¢p��¾ �<¹O¨��Y�{�W�<����w�O
π(x) q(x, Tj,j+1x) = π(x) µj 1(xj>1), 16j6m ;

π(Tj,j−1x) q(Tj,j−1x, x) 1(xj>1) =
(

π(x)
1(xj>1)

%j
%j−1

)(

µj−1

)(

1(xj−1>1)
)

= π(x) µj 1(xj>1), 16j6m .

Ì9���W��zO|��Y|~}Y¬x�Y�O���W|�sYsY�R�Y}Y�<����wyw=�Y}Y�?�?rOz{¬½�<��|§��}�r{�?sY|�s����(���W��z{|¡w=t ¢p��¾ �<¹O¨���z{�x�Y�{������Y��w§���YzO�
π(x)

�R�O���W|®¢r�Y¾ �Y¼¡¨å�~�W�O�O��|�zO�O�O}<�Y|~z°�(��}�rO�OsY|~sY�Y©�¢p��¾ �?º?¨å� ���O�<r���¬?sY�O�~��?r{�Wr{s��~r�}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�Ou���|�zO��¾K�@s�rT���YzT�
π(x)

�Y�O�Y�Y|�zO�À���YsY�<r{}Y��rOsYz{sY�?uÁw=|~}Y�Ou���Y��}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{|~w=�?���(s�rOw=����|~z{|��?�O�~�(�Y}�� � |¡����r Xt
¾�·rOw=|~z{��w1z�r{�YÂ(|O���Yz{����r�Â��W�?|��Y ��<}Wr{�Os�|�sY�Yu$������z{|~w=t ¢r�Y¾ �?¹?¨§�Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y|�z���?�O�Ou(��}�r{�?sY|�sY��|O��s�rO �tv�?rO|~w=�?| »Äµ	®,Ð,Ã$¸ÄÃ$¶$¸²±b¾u³[Ñ�®l¾u¿�Ã�³Zàá³�ÚÄ®l¾*®ZÃ$¯È® �����O�OzO�O|�z?��z{�?�?�©«ª(|~wÃ�� ���|4��|~z{���U�<�?z{�O}��O| �? �s�rT��rO|�zT�Æ�YzO����}�|��WsY|~|����{�W�Y�Y|~��z{�O�.�Y|�}Y|¡w=|�ª(|�sY�YuÄ���|¡w=|�sYzO�O�& ~r(|��W��sY�Y�YsY�?|x�O}Y|¡wJ���Y x�� ��Wr

j
���Otv�O�¡�W�Yª,|�|R��|~z{¬&�Y xsY|����OzO�O}Y�?���(���{���z{�T�Ys����

x
�=}�rO�OsY�4��}Y|��WsY|~w=�7���������±�Y|~}Y|~w=|~ª,|~sY�Yu.Ä���|~w=|~sYz{�?�$�$Ä�z{�?z Â(|Á�� �|��

j
���Y}Y�Y�?�¡���Yª,�Y�$��|~z{¬���z{��Â(|����?��zO�T�YsY�Y|

x
¾��x��sY�W�·�Yz{�����Y�7��|~z{�7z{�Y�Wr�zTrOs��W|¡wz�r{�Y�Y|���|�}Y|¡w=|�ª,|~sY���±s�r��Ot§�<�¡�W|��Y ��� ��Wr

j
�O�O ¡w=�TÂ�sYtL����É,¬����� �|��

(j + 1)
�år�Y}Y���{�<�¡�W|R���� ~|��

j
�Æz{�O��¬O���&�Y x�� ��Wr

(j − 1)
�Y}Y���?��|��

j = 1, 2, . . . ,m
¾��tLz{�O��¬O������z{�Á���O��r{ ¡r����.¢£s�rÁ�Y}Y��w=|~}Y|���|�z{�4z{�Y�Wr�z�r{s��W|~wÆ¨�����z{�Á�?tv�Y�{�WsY|��sY�Y|(�?���W�O�O��uÁ�W�O��r���¬?sY�O�~�&�?r���r{s��~r&�O���<��|����� ��Wr{����|�z{���Y�O�Y�Y|�z?�À�Á���?��z�rOz{�O�Ys�t°w�?�����O�?�Y|~w ����ª,|~��z{�O�?�?rOsY���,� ���?�?r{��¬OsY�?���½�?r���r{s��~r«�®��|~z{��¾�D�zO�Oz®�®r{�YzR�O��rO �tv�?rO|�z���À�,���Y}Wr{�O|������Y�?t°w��®�����®�W}Y�����Y��z{�Y�Y�?�½��|~z{|�uå���¡�Ws�r{���W���O�?}�r{zOsY�O|Æ��z{�?|�}<Â��W|�s��Y|���O�?ª,|~w7��������r{|RsY|R�O|~}YsY��¾����¡��¬�zO�Y�����Y��rOz{�Y�Os�tvu��O���±¢p��¾ ��¼¡¨���z�r � �Y�Os�rO}YsY�?����}�r?����Y}Y|��W|���|~sY�����O ~s�rT��r{|~zT�<��z{���&Ä�z{�?u���|�z{����r�Â��Wtvu��� �|���}�rO�O�?zTrO|�z�sY|� ¡r{�?������w=���Oz�?��zTr{��¬Os�t§�@��zT¾ |O¾Y��r{���?z���|���¬?sY�(�? ��Yz�r����Y ��O���Y}Y�?�?rOsYs�r���������zO|~wyr����(¾

³x´9¦®��ÌÆ´­¢²¥år{s��W|~w�����z�r � �Y�Os�rO}YsY�<w_}Y|�Â&�Ww=|¡¨�¾ý$®ZÃ$½[¸²±÷¯Ä³Z¯°´<³[¶�´õ´<³á¾u¿�Ñ�³�¶+Ï�½[ÐZ»ZØ?»[Ïl¾u³ZÐ�´2¶�·$®
Mλ|Mµ|1|∞

Ë
(

M = {0, 1, 2};X = {x1, x2}; E = {x : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}; %1 = λ/µ1 < 1, %2 =

λ/µ2 < 1;π(x) = (1 − %1)(1 − %2)%
x1
1 %x2

2

) Æïáí��2®Z¹$´<¶a½0³È¾u¼õÐáµ*¸²±�¸°Ã�¶�ËÔÑ�³[´<³èµ*»�¼ñ·Zµ*³0Åu¸°¯l¯
X
·,µu³ZÐZ³Z½0¶�´ Ðf·�³Z½ã±MÃ$³lÉå¸°¯°´2Ð,¸¯Ä³Z¯Ä´2³ÄÖuÃ�¶$¹

A = {x : x1 < x2},
(

π(A)−?
) (



È+� s���§�L�P�U�OQ«d¨L�ML�� ¤�©ßHM �§eOS�7vøR��ø¤�©QRM«"Oª©  �O�§�R ¼¡¹�6
ö°íÉ�2®Z¹$´<¶ ¯ëµ*¸l½lÃu¸°¸£ÐÈµ�¸²±�Ö ·Zµ�¸ÄÚ[ÎªÐ,®ZÃ$¶�ÖøÐ ð ´2³È±F·$³Z½á±�Ã�³0É�¸l¯Ä´%Ð,¸£¯Ä³Z¯°´<³ÄÖuÃ�¶$¹
(

W (A)−?
) Æ

´[Ì-´dÌ1¸ ¦#Ì�O
π(A) =

∑

x∈A π(x)
ä

W (A) = 1
λ(A)

∑

x∈A π(x) = π(A)
λ(A)

���À�W|
λ(A)

ã �Y�?z{�O�4� ���<��z{�T�Ys��Y|
A
�� ����{�

��z{�T�YsY���
Ac O (Ac = E \A;Ac

⋃

A = E, Ac
⋂

A = ∅
) ¾³x�?��z{¬

x1 = n1, x2 = n2
¾Ì9�����

n2 > n1
��z{�

n2 = n1 + s; s = 1, 2, ...
¾

π(A) =
∑

n1,n2

π(n1, n2)1(n1 < n2) =
∑

n1,s

(1 − %1)(1 − %2)%
n1
1 %n1+s

2

= (1 − %1)(1 − %2)

∞
∑

n1=0

(%1%2)
n1

∞
∑

s=1

%s
2

= (1 − %1)(1 − %2)
1

(1 − %1%2)

%2

(1 − %2)

=
(1 − %1)%2

1 − %1%2
.

λ(A) =
∑

x∈Ac

∑

y∈A

π(x)q(x, y) =
∑

x

π(x)1(x ∈ Ac)
∑

y

q(x, y)1(y ∈ A),

�À�W|½�����
x ∈ E

O

q(x, y) =

{

q(x, Tjkx), y = Tjkx ∈ E, (j 6= k) ∈ M ;

0,
�YsWrT�Y|

,

È1��}Y��w=|�}�|bO


















q(x, T01x) = λ;

q(x, T12x) = µ11(x1 ≥ 1);

q(x, T20x) = µ21(x2 ≥ 1);

0 ,
�Ys�rT��|

.

´yr{ ~�O|~}Y|~wy�À�Á�x��|�}Y|��?�¡��r?w=�PO¢£ð ¨
q(x, T12x) = µ11(x1 ≥ 1)

�
x ∈ Ac � T12x ∈ A

�
Ac = {(n1, n2) : n1 ≥ n2}

�
A = {(n1, n2) : n1 < n2}

¾³x�OzO�O���Y 
Ac � A ���?��zO�O�Yz&z{�O��¬O���&�Y ½�W�O�<�Á����|����<©½ª,�����Y|�}�|��?�¡���O�-O

n1 > n2
�

n1 = n2
¾q,���Y|�}�|��?�¡�@r

n1 = n2 + 1
�
n2 = n2

ä
n1 = n2

�
n2 = n2

ä�Y�<����|x�Y|~}Y|��<�¡��r
a
n1= n2

� a
n2= n2 + 1

ä a
n1= n2 − 1

� a
n2= n2 + 1

¾
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O��
È��?��z�r���¬?sYt§����������r{�����Y|~}Y|��<�¡��r

Ac −→ A
s�|®�Y�{������rO|�zO�À��¾¢Çð ð ¨

q(x, T20x) = µ21(x2 ≥ 1)
�
x ∈ Ac � T20x ∈ A

¾
Ac = {(n1, n2) : n1 ≥ n2}
T20x = x− e2 + e0

��z¡¾ |O¾
(n1, n2) −→ (n1, n2 − 1)

¾Ì9�����
x ∈ Ac ��zO��� T20x ∈ Ac ¾È1}Y|~ ��¡��¬�z�r{z{|®��}Y�O�?|��W|~sYsY�O�~�(rOs�r����� ~r��Y�{�W�<�Wr{|~w�O

λ(A) = (1 − %1)(1 − %2)µ1

∞
∑

n2=0

%n2+1
1 %n2

2 + (1 − %1)(1 − %2)µ1

∞
∑

n2=1

%n2
1 %n2

2

= (1 − %1)(1 − %2)µ1

[

%1

∞
∑

n=0

(%1%2)
n +

∞
∑

n=1

(%1%2)
n
]

= (1 − %1)(1 − %2)µ1

( %1

1− %1%2
+

%1%2

1 − %1%2

)

=
λ(1 − %1)(1 − %2)(1 + %2)

1 − %1%2
=
λ(1 − %1)(1 − %2

2)

1 − %1%2
.

¸®r{u��W|¡w.zO|��Y|~}Y¬
W (A)

ã���}Y|��Ws�|�|x�O}Y|¡wJ����}Y|��?tv�?r{s����������<��z{�T�YsY���
A
¾

W (A) =
π(A)

λ(A)
=

(1 − %1)%2

(1 − %1%2)

(1 − %1%2)

λ(1 − %1)(1 − %2
2)

=
%2

λ(1 − %2
2)

=
1

µ2(1 − λ2

µ2
2
)

=
µ2

µ2
2 − λ2

¦xz�r{���
π(A) =

(1 − %1)%2

1 − %1%2
, W (A) =

%2

λ(1 − %2
2)

=
µ2

µ2
2 − λ2

.
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��t �Y�?��rO ~r{�����9��z{������rT���<�?�O�?}�r{ ~sYtvu�wyrO}Y���O�<���Y�Yu1��}Y� � |¡��� {

Xt : t>0
} w=�{�Â(|~z��O�Y����tv�?rOz{¬&�Y�O�?|��W|~sY�Y|xsY|����?z{�O}Y�?u���|�z{�å�W���<��z{�T�Yª(|�u��Y 

m
�� ����O�W�Y�R�W�O�YÂ&�<�ª,��w=�W�À��w=|�Â��W��sY��w=�ÁÄ���|¡w=|�sYz�r?w=���?���?z{�O}Yt°w±�¡��sY�?w=�<w=|�sYz{s��,}�rO �}Y|~É,|�s�t[���YÉ,¬|��W��sY�Y�YsYtv|U�Y|~}Y|~w=|~ª,|�s�����¾�¿x�O�O}?�W��s�r{z{t±Ä~z{�O�~�«�Y}Y� � |~�~��r«�Oz{}�r{Â�rO©«z°���{�W�Y�Y|~��z{�O�|��W��sY�Y�YsYt§�4Ä���|¡w=|�sYzO�O������r�Â��W�?w��Y 

m
�� ����?����|�zO��¾��R��s��O�Os�t°w��W�O���<ª(|�sY��|~w§����Oz{�?}Y�O| w=t �<Â(|��Y}Y�Ys����W��}�r{s�|�|O���Ot§���.�Y}Y|����Y�{���TÂ�|�sY��|��_z{�?w§�U�Yz{���?�À�Y�Y��u}�r{ ?�§�<�?�À��r���|�zO¬��Y�?��rT�@r{|�z��[sY|����OzO�O}Y�?|$���<��z{�T�Ys��Y|

x
�v�Y}Y�<w=|�Â���z{�O�
�O}Y|¡w=|�sY��W�����W|��W��©«ª(|��~�1�Y|�}Y|¡w=|�ª(|�sY���­|��W�YsY�Y��sY�O�~�1Ä���|¡w=|�sYz�rY�½s�r{��}Y��w=|�}å�«�Y _�� ��Wr

j� �� �|��
k
�Å���{�Y ¡r{sYsY�?��� ����|�}Y|��?�¡�W�<w
��|�z{�.�Y Á���?��zO�T�YsY���

x
���W}��<�~�O|����?��z{�T�YsY�Y|

Tjkx = x− ej + ek
����w=|~|�z�Ä~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY�O|R}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|?¾

q��Y�
��r��W¬OsY|~uYÉ,|~u
���?sY�Y}Y|~z{�Y ~r � �Y�L�
��|�z�r����� ~r � �Y�­Ä�z{�?uLw=�¡�W|��W�L��|�zO�L�O�~�W|¡w�Y}Y|��W�Y�{��r{��r{zO¬��Y�YzO����rO}�rOw=|~z{}�Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY�?���&}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY���.¢£|��~���YsYz{|~s�����Y�?sY�?��z{¬<¨���w=|~|�z����W|��W��©«ª(�Yu��O���
λjkφj(x) ,

¢p��¾ ���?¨
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λjk>0
�
λjj = 0

��r
φj(x) > 0

�@ ¡r���������©½�Y|�sY��|~w
��������r{�
φj(x) = 0

�@���O�À�@r
xj = 0

�
j 6= 0

¾
¥årO���O|R�Y}Y|����Y�{���TÂ�|�sY��|«�O��Ä������Y�OsY|~s � ��r{��¬Os��?w4}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y���O}Y|¡w=|�sÁ�TÂ&�Y���rOsY�����Y|~}Y|~w=|~ª,|�s��Yu����?�Y|��?���WsY�W�Y�O�~�W|~z�r{�?z{�?wyrOz{�Y�Y|¡���Y���?tv�Y�{�Ws��Yz{¬?�À���Y}Y� ����|���W��©½ª,�����<�����?�O�����MO

(I)
¿®r{Â��Wtvu,}�rO O�T���O�À��r½��|~z{¬½���O��r���r{|~z«�x���?��z{�T�YsY�Y|

x
���Y}��?w=|�Â���z{�?�(�?}Y|~w=|~sY�®�W��?t§�?�¡��r(�Y �sY|~���� ¡r����Y|~z��Y|�}Y|¡w=|�ª(|�sY����|��W�YsY�Y��sY�O�~��Ä���|¡w=|�sYz�r&�Y ®��r{sYs��O������ ��Wr

j
}WrO����}Y|��W|���|�s���Ä~�����Y�?sY|�s � ��r���¬?sY�&�x��r{}�r?w=|�z{}��?w φj(x)

¾
(II)

È§�À�Y�Y��uÁ�<�?�¡�W�Yª,�YuÁ�Y ®sY|����?z{�O}Y�?������ ��Wr
j
Ä���|~w=|~sYz&s�r{�Y}Wr{�{���Y|�zO�À������ ~|��

k�®�?|�}Y�T�YzOsY�?��z{¬O©
λjk
�����Oz{�?}�r���sY|, ~r{�?������z�sY� �?z��Y|��~�&�W}Y���~�O���W�Y�Y}Y�<w=|®��rOsYsYt§�

j
�
k
¾
Í9��|��W�{�7�O�?ª,|~�Y}Y�Ys��YzO�Ou4�W�?���O�?�O}Y|~sYsY�<��z{�4� z{�<w§�Å�YzO�

λjk
w=�TÂ(|~z��Y}Y|��@��z�r{�O��Y�YzO¬Á���?�O�?uÁ�W�Y�O��wyr{}YÉ(}Y��z{sY��© �?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬��Y�W�Y�O��s�|�sY�¡��|~�O��© �Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬�?tv�O�O}Wr(�� ����O�

j
�
k
¢Ç��r{���YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{�����Y}Y� � |~���~r���}Y�TÂ��W|�sY�Y���í�~�Y�O|����W¨���w=t�?����|~w s�r{ ~tv�?r{zO¬

λjk
���Y�?� ±Ò®Èµuº�µu»�´<Ã$³[¹

j − to − k
¶�Ã$´2¸°Ã$¯Ä¶uÐZÃ�³Z¯°´<¿�¼ �@���Y�O�±Ò®Èµuº�µu»�´<Ã$³0¹À´2®ZÑ�¯Ä³[¹fìâ�gë`
âé²í ¾Y¢£¿x}Y�<w=|vz{�O�~����}�r?���~wyr{z{}Y���?r��

λjk
��r{���Y|~}Y|��<�¡�WsY��©�?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬½sY|~���Oz{�?}Y�O�~�x����rT�Y���O�O�?}�r{ ~sY�O�~�°wyr{}Y���?�?�����?���R�Y}Y� � |~���~rx��s�|��Y}Y|~}Ytv�{�sYt°w_�O}Y|¡w=|�sY|¡w§��w=�TÂ�sY�(�O�Y�W��r{zO¬®�W�?��Â(|~sY�Y|R�Oz~�W|��W¬OsY���? ��Yz{�?���(|��W�Ys��Y�YsY�?���,Ä���|��w=|~sYz�r,�Y��w=sY�TÂ(|¡��z{�?�

M
�� ����?�(��|~z{���Á�Y�{�W�<���Yz{¬������Y�<����z{�O|~sYsYtvu�wyrO}YÉ,}Y��z{s�tvu�Y}�� � |¡���{���?z¡���Y�YsYtvu��?z���|�z{|~�O�O�~�&�Y}Y� � |~���~r?¨�¾

ÈU|������Y�YsY�
φj(x)

w=tø�O�~�W|~w s�r{ ~tv�?rOz{¬��W�Y�O� ¯°¸ëµ*ÐZ¶u¯ÄÃ$³0¹b¯°´2®,Ð,Ñ�³[¹éìâ�gë)
céëífÏ�®³[ÚZ¯²¾u»,É�¶$Ð,®ZÃ$¶$¸ �Y���Y�?� ¶�Ã$´2¸°Ã$¯°¶$ÐZÃ$³[¯°´<¿�¼óÐZÎ
Ø$³Z½[®_¶	ÏÀ»[Ïl¾*®
j
¢Ç�����O���?sY��r{s��Y���O�O������<Â&���?r{s����W¨��Y�Áw=�?w=|�s�z¡�W���O�À��r���|�z{¬�sWr��?�¡���YzO�À�Á�Á���?��z{�T�YsY�Y�
x
¾�Ì9��������|~z{¬��Y�O��Y�Y|~zO�À�,�?z{�Y}Ytvz{�?u��Tz{�R|��W�Ys��Y�YsYtv|§Ä��W|~w=|�s�z{t.w=�O�~��z½�Y}����?�¡�W��z{¬«�½sY|�|?�¡sWr{�Y}Y�Ww=|�}���Y|~}Y|� «�< ~|��

j
�®�O����|«������z{|~w=s��{�ì ~r{�?�����Ww=�O���x�Y�<rO�~���Os��O�?�����O���R�Y�?z{�O��r®�v�Ys�z{|�s����Y�{�sY�<��z{¬?©

λ0kφ0(x)
���À�W|

φ0(x)
�?�~�W|�z&z{�O�À�@r,�Y�O�Y�Yz{¬<�À� ÐlØ$³Z½0Ã�³[¹f¶$Ã�´%¸ÄÃu¯Ä¶$Ð,Ã�³Z¯Ä´2¿�¼¶	Ï,ÐZÃu¸�¯°¸°´<¶ ¢Ç���W�4�� �s��~�W|��O�?������ ��Wr<¨�¾·Ì9�����

φ0(x) ≡ 1
�·z{���Y}Y�Y�?�¡���Yª(�Yu��Y ~�OsY|��|�z{�7� ���O�OzO�O|�z?��z{�?�<©½ª,�Y|�|~|��� ���tf�Y�<rO�����OsY�?�?���Y�Yu4�Y�Oz{�?�±�O�~�W|�z�s�|� ~rO�O������w=t°w�Y�<rO�~���Os��O�?���Y��w��Y}Y� � |~�~���<w1�,�Ys�z{|�s����Y�Os��?��z¡��w=� λ01, . . . , λ0m

�@�Y}��Y�Y|~w�sY�¡��|��<r���Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬7�{�?�¡�@r���������r{���?���{�í���Y�?���� ���r±�O�~�W|�z±�? �s�rT��rOz{¬��y��z{�7���Os��x�Y�~�<�}�r � �Y|~u$��|~z{��s�|���}Y|��W�<��w=�?z{}Y|�s$�{�<�¡�$�Á��|�z{¬��Y ~�OsY|(�Y|�}Y|~ ��@r{sYsYtvu4�� �|��å¾·¥år{����w�?�O}�rO ��?w§�yw=t w=�TÂ(|¡wL�Ys����Y�O�����?r��W¬OsY�4}�rO�~��wyrOz{}Y�Y�<r{z{¬±�O|����Y�Y��sYt
λjk

�
φj(x)¢£��rO�Áz�rO�����O�Y��zTrO�O�Y���������YsYz{|~s������OsY�<��z{¬�¨����<�Oz¡�Á��r�Â���r{�Á�Y ®s������Y�O�Y�Y|�zO�À�Á���YÉ(¬��r?��z{¬?©����?��zTrO�OsY�?u,�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO��¢r�Y¾ ���?¨�¾{��t.�?�~�W|~w���r���|~|�sWr{ �tv�<r{z{¬RÄ�zO���?|����Y��Y��sYt�¯�wyr{}YÉ(}Y��z{sY�?uÅ¯_��¯���|~}Y�O����sY�OuJ¯7�YsYzO|�s����Y�OsY�<��z¡��w=�����?�Oz{�?|�zO��z{�O|~sYsY���{�?�Oz¡���r�Â���r{���Y ®sY�Y��w=�TÂ(|~z(�Ww=|�z{¬����Oz¡�����YsY��©­�Oz�Ä�z{�?u��YsYz{|~}Y�Y}Y|~zTr � �Y©(¾

È7���?�Oz{�?|�zO��z{�O���(���½�?��|~w=�(� ��|��WrOsYsYt°w=�,��}Y|��W���{���TÂ�|�sY����w=�å�T��|�z{|~�O�?u��Y}Y� � |~�~�
X
ã�Ä�zO��wyrO}Y���O�<���Y�Yu��Y}Y� � |~�������¡�WsY�?Ä���|¡w=|�sYz{s�t°w=�$�Y|~}Y|~w=|~ª,|~sY����w=�4���YsYzO|�s�����Y�OsY�<��z{¬?©��Y|�}Y|��?�¡�W�?�

q(x, y) =

{

λjkφj(x),
|~���W�

y = Tjkx ∈ E
���Y�

j 6= k
�Y 

M ;

0
�YsWrT�Y|

.

¢p�Y¾ �,��¨
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¦xsY�O�À�@r�w=tL�?����|~w��� ��O�?}�r�Â&r{z{¬�Ä�z{���Y|~}Y|��<�¡�WsY��©f�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{¬��Á�?�{��|~|,���?wJ���r{��z{sY�?w��O���W|

q(x, Tjkx) = λjkφj(x)
����}Y|��W���{�WrO��r��������OsY|~�YsY������z{�

Tjkx ∈ E
¾

È �W�?�Y�{��s�|�sY�Y|±�
�Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ(|�s��Y© �O�[Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY�<wØ}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY�Y��O}Y|¡w=|�sYs�t§�$�YsYzO|�}Y�<r����?���W���Y|�}�|~�����?�<�?����w=tÃ�O�~�W|¡w
zTrO��Â(|��Y}Y|����Y�{�WrO��r{z{¬W�·�Yz{���|~}Y�O����sYtv|x�YsYz{|~s������OsY�<��z{�����<r��WrOs�����}Y�O�<r{sYt����Y| � �Wr���¬?sYt°w_�?�O}�rO ��?w§¾
ú%������=ª���
�<ü�����Xe¬£ùu¬ &�¸Óµ�ÐZ¶$¯°Ã�Îª¸�¶$Ã�´%¸ÄÃ$¯°¶$ÐZÃ$³Z¯Ä´2¶

φj
¯l¸Ä´%¸°ÐZ³Zàá³�·Zµ*³0Åu¸°¯l¯è®

X
Ãu®ZÕÏZÎªÐ�®Z¼�´2¯ÈÖ

Φ
JÀû�cu'+��'�ü=û,���JýWþu'YüÅüJÿ����äËß¸l¯²¾u¶Û½ã¾	Ö¥Ã$¸ÄÑ�³[´<³èµu³[¹a·�³á¾u³lÉ�¶�´%¸²¾u¿�Ã$³0¹Áª»�Ã$Ñ�Å$¶�¶

Φ
ìÓ³0·,µ*¸l½0¸²¾*¸°Ã�Ã$³0¹"Ãu®

E
¶"´%®ZÑ�³[¹�ËªÌ	´<³2½á¾	ÖfÑ�®ZÉ�½0³Zàá³

x ∈ E
¶f½ã¾	Ö�¾u¼�ÕÚ[Î
Ø

j, k
¶+Ï

M
ËQ¯

Tjkx ∈ E
í ð ´2¶�¯l¸Óµ�ÐZ¶$¯°Ã�Îª¸�¶�Ã$´2¸°Ã$¯°¶$ÐZÃ$³[¯°´<¶�»�½l³ZÐ°¾*¸°´2Ð,³Âµ�Öu¼�´¯²¾*¸°½0»�¼�ç%¸²±M»Mµ	®,Ð�¸ÄÃ$¯°´2Ð,»

Φ(x)φj(x) = Φ(Tjkx)φk(Tjkx) .
¢r�Y¾ ���O¨

¿®r{��w=t �<�?���W��w�sY��Â(|?�W�<�����?�O�Y|�¢p��¾ ���O¨§�Y�O�Y�Y|�z?�À� |~��zO|~��zO�O|�s�sYt°w1z{}Y|~�O�?�?r{s��Y|~w§��Y}Y�(�Otv�Y�O��sY|�s��Y�����Oz{�?}Y�O�~�°�x�O}�w=�¡��t®�T ¡rT��rO©«ª,��|9��z�r � �Y�Os�rO}YsY�?|Æ}�rO���Y}Y|��W|���|~sY�Y|��|~z{|��?�O�����Y}Y� � |~�~��r����Y}Y�Y�?�O}Y|~zTrO©«z��O�O��|�|x�Y}Y�<��z{�?uÁ�?���Å¾
È� ¡r{�O|~}YÉ,|~sY�Y|y�?�Y����rOsY����w=�¡�W|���|�u®��|~z{|��?t§�R��}Y� � |¡�����O����rT����w�z{|���|�}Y¬«��z{}Y�?���O|�O�Y}�|��W|���|�sY��|°�W�?�<�&�� ½sY�Y�@���?tU�W|����Y©«ª,�Y�<�À����}�|��W�Á}�r{ ����Y�YsYt§�&��}Y��������z{|¡w§���Yz{����Á��zTr � �Y�?s�r{}Ys�tv|R}WrO����}Y|��W|���|�s�����w=�?����z��Otvz{¬& ~rO�Y���~r{sYt �� ¡rOw=�Ys��<zO�Ou��x�O}�w=|?¾

ú%������=ª���
�<ü����¡Xe¬Þ�Ý¬�úU®Èµ*Ñ�³ZÐ,¯°Ñ�¶�¹"¯l¸Ä´%¸°ÐZ³[¹À·,µu³[Å$¸l¯°¯
X
¯�¶$Ã�´%¸ÄÃu¯Ä¶$Ð,Ã�³Z¯Ä´2¿�¼×·$¸°Õµ*¸áØ$³[½0³ZÐ�ì`X,Æøú[ûZí¡¶

Φ
Õ²¯ÄÚÄ®l¾*®ZÃ$¯°¶Zµu³ZÐ,®,Ã�Ã�Îe±�¶�ì`X�Æøú<Sáí¡¯l¸Óµ*Ð,¶$¯ÄÃ$Îe±M¶�¶�Ã$´2¸°Ã$¯Ä¶uÐZÃ�³Z¯°´�ÖuÕ±M¶UÃu®lÏ,ÎªÐ,®,¸Ä´%¯èÖf·Zµ*³[Å$¸°¯l¯Ä³á± î�¶$´<´M¾*®�ì|D�Æ¶µ�·½��
a
WêÓé²í�ÆîQ´<³[´�·Zµ*³[Å$¸°¯l¯�Ö*Ð°¾	Ö*¸Ä´%¯èÖ_·Zµ*³[Å$¸°¯l¯Ä³á±���É�¸°Ñ�¯°³0Ãu®ÀìO£	Æ¸£�ëbíC¹��º�`
,í[Ë�¸l¯²¾u¶�¸làá³Ò¯°¸ëµ*ÐZ¶u¯ÄÕÃ�Îª¸�¶�Ã$´2¸°Ã$¯°¶$ÐZÃ$³[¯°´<¶

φj(x) = φj(xj)
Ëß³[Ñ�®0ÏZÎªÐ,®,¼�´2¯ÈÖWÁª»�Ã�Ñ�Å�¶�Ö	±�¶b´<³á¾u¿�Ñ�³

xj½ã¾	ÖfÑ�®[É�½0³Zàá³
j = 1, . . . ,m

ËQ®¡Ð�¯²¾u»�Ì�®,¸�³0´2Ñãµ*Î�´<³[¹?¯°¸Ä´2¶U¶
φ0(·) ≡ 1

Æ
³x}Y� � |¡����t q�Â�|������?s�r��.ÈU�Yz{z¡�Wr������O�Os���}�rO�~��wyr{zO}Y�Y�?rOz{¬ ��rO}�r�����|���¬?sY���å�Y�{������{�W¬O�Y�®�����Y�O�?|��W|~sY�Y|§��w=|~|�zR�W�<��z�r{z{�?�YsY�®w=sY�?���x�O�?ª,���,��|�}YzT¾O³x�¡�W��|�}Y�Ys�|~w$|�ª,|}�r{ ?���Yz{���$�Y}�� � |¡�����?�Áq�Â(|������Os�r���|~}Y�O�W��s�r{�4�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬ ���� ���| j �Y�{���Y|�z���À���x��sY� � �Y|~u xj

ã����{�����Y|~��z{�?r�Ä���|~w=|~sYz{�?���@s�r��<�¡���Yª,�Y�<�À�ÁzO�{��¬?�<�Á��Ä~z{�?w[�� ��W|O�����rO �tv�<r���s�r&sY|~ ~rO�O������w=�?��z{¬(}Wr{�O�?z{t��� ����O�,�W}Y���®�Oz(�W}��<��r�¾¸x|�z{}�����sY�x�Y}Y�O�?|�}Y��z{¬����YzO�Rz�rO�Y�Y|§�YsYz{|~s������OsY�<��z{�&�O�<�����<Â��Y�<r{sY�����<r��WrOs�����}Y��©«z���À�4¢£����w=t°���W|R�?�Y}Y|��W|���|~sY���7¢p��¾ ���O¨ ¨U����|��W��©½ª,|�u��Y�O���TÂ��Yz{|��W¬OsY�?u��x��sY� � �Y|�u

Φ(x) =

m
∏

j=1

xj
∏

n=1

φ−1
j (n) .

¢p��¾ ���?¨
³x}Y�O�?|�}Y���°Ä�z{�?���°�®rO�Yz�r�}�|����?w=|~s��W�O|~zO�À�x�Y}Y�O�� ��O|¡��z{�x�v��rT�Y|¡��z{�?|å���?wyr{É(sY|��~�§�<��}�r�Â&�sY|�s�����¾È7�Y}Y� � |~�~��r���ÈU�Yz{z¡�Wrx��|�}Y�?����sYtv|U�YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{���� ����?�«�Y�O�Y�Y©«z?�À�(������z{|~w=s��{� ~rO�O������w=t°w=��¢Ç ¡r{�?���À�Yz®�Oz��<��|~�����?|��Yz{�?}�r

x
¨�������rO �tv�<r��&s�r® ~rO�O������w=�?��z{¬�}�rO�O�?z{t�� ����?���W}��<���Oz��W}Y����r�¾�Í9�W|��W�?|�z��<���?wJ�YsY��z{¬�z�r{��Â�|O�@�Yz{����|�z{��q�Â(|~�����Os�r�sY�?�À�Yz���?�O|&s�r{ ~�?rOsY�Y|�����z{�O}Y���Y|~���Y�7�Y����w=|~sY�.r{�?z{�O}WrY�·�O��|�}Y�?tv|��Y}Y|��@��z�r{�?�Y�OÉ(|�����Ä~z{�
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w=�¡�W|���¬�����|���rOz{����¼0/���6½�~�¡�W�O¾<¦®wJ��ÈU�Yz{z¡�Wr����Y�?z{}Y|~�{�Y�Y|~zO�À���,s�rO ��?rOsY�Y����|~z{|�u�����{�Y ����Rz{|~w§���YzO���Ww=|�sYsY�&Ä~z{�Oz&r{�?z{�O}Á�OsY|¡�½sWr{�Y�?�{��|~|« �sWrT�Y��w=tvu��O���Wr�������������|���W�?�?rOsY�Y|xw=�¡�W|�������|~z{���®������z{|~w=s��{�ì ~r{�?�����Ww=t°w=�Á�Ys�z{|�s����Y�Os��?��z¡��w=���Y|~}Y|��<�¡�W�O�W¾
��t1�?����|~w4�Y}Y|��W�Y�{��r{��r{zO¬R��r���|~|O�?�Yz{��}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=tvu���|~z{|��?�Ou��Y}Y� � |~�~� X�Y�O�Y�Y|�zO�À�&�����O���Y}�� � |¡�����<w±È���z{z¡�WrY�?���Y�?���Y}Y� � |~�~���?w�q�Â�|������?s�rY�{�?�Y}Y|��W|���|~sYsYt§��?tvÉ,|O¾J��tØ�O�~�W|¡w��?���O�O���<��rO �tv�?rOz{¬�s�r�zO�Y�.�Y}�� � |¡����r z{�{��¬?����� z{|��.��������r{���·����O�À�@r����OsY�Y}�|�z{sYtvu$}Y|� ~�¡��¬�z�r{z��?�~�W|�zÁ�Oz{sY�<���Yz?�À��z{�{�W¬O�����$�Y}Y� � |~���~rOw�q�Â�|������O�s�r�¾�Í�s�rT��r{�Wr�}�rO�~��w=�?z{}Y��w�sY|~�<�?z{�O}�tv|®�Y}Y��w=|~}Yt��Y��z{|�u�����|~}Y�O�����O�&� wyr{}�É,}Y��z{��� ¡r � �Y©#���Y}�� � |¡����r{� È���z{z¡�Wr X ¾@¥årO����r{��Ä�z{�?z��Y}Y� � |~�~���Y�O�Y�Y|�z?�À��wyr{}Y���O�<���Y�Ww§���r�Â��W�?|�|~���R�O}Y|¡wJ�(�Y}�|��Otv�<r{sY�Y���x���?��z{�T�YsY�Y�

x
}WrO����}Y|��W|���|�s��RÄ~�����Y�?sY|�s � ��r���¬?sY��R�YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬?©

∑

j

∑

k

q(x, Tjkx) =
∑

j

φj(x)
∑

k

λjk .
¢p�Y¾ ��6O¨

¿1zO�?w=�xÂ(|?�����O�À��r½��|�zO¬½s�r{�?�¡�W��zO�À���R���?��z{�T�YsY�Y�
x
���O}�|~wJ�����&¯��Y�Oz{|~s � ��r{��¬Os��O���@¯�Y|~}Y|��<�¡��r���|�|x��}Y�����O|����?��z{�T�YsY�Y|® ¡r����Y|~z��?�<�¡��r�|��W��sY�Y�YsY�?����Ä���|~w=|~sYz�r��Y ��� ��Wr

j
¢²w=�YsY��w=��w��Y ½�<��|��&�?�O ¡w=�TÂ&s�t§�&�?}Y|~w=|~s��<�?�¡���O������ ���t

k 6= j
¨9}WrO����}Y|��W|���|�s��Ä~�����Y�Os�|�s � �Wr���¬?sY���x��sYz{|�sW���Y�?sY�?��z{¬O© φj(x)

∑

k λjk
¾uD�z{������|��W�?|�z&�Y ®z{�?�����®r{�Y�z�rY����z{��w=�YsY��w=��w��Y xs�r{�?�O}�r(sY|~ ~r{�?�����Ww=t§��Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY�(}�rO���Y}Y|��W|���|~sYsYt§���������r{uYs�t§�4�?|����Y���Ys7}�rO���Y}Y|��W|���|~s_Ä������Y�OsY|~s � ��r{��¬Os�� ���YsYz{|~s������OsY�<��z{¬?©,�J}�r{�O�sY�?u ����wyw=|,�<��|����Y}�|�����zTrO�{��|~sYsYt§����Ä�zO�?w[s�rO�O�O}�|��YsYz{|~s������OsY�<��z{|~u�¾�D�zO�Oz��®rO�Yz��|~�����&w=�TÂ(|�z&�?tvz{¬&�Y�{�����Y|~sÁ�� �¢²¹�¾ ���<¨�¾³x�®�O���?sY��r{s��Y���O}Y|¡w=|�sY����}Y|��?tv�?r{s������(���?��z{�T�YsY�Y�
x
�<��|�z{|~�O�Ou&�Y}�� � |¡���°����rT�Y����?w.�Y|�}�|��?�¡���Yz(�����?��zO�T�YsY�Y|

Tjkx ∈ E
�x�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{¬?©

pjk =
q(x, Tjkx)

∑

l q(x, Tjlx)
=

λjk
∑

l λjl
, j, k ∈M .

¢r�Y¾ ��4<¨
�½zOw=|~z{��w§�?�Yz{���?|�}Y�T�Yz{s��?��zO¬�¢p�Y¾ ��4<¨ÅsY|° ~rO�O�����Yzx�Oz

φj(x)
���Oz®���?��zO�T�YsY���

x
¾?��r{z��}Y� � r ||pjk ||

ã_�Y�{�Y�Y|~zO�À�1wyr{z{}Y� � |�u�wyrO}Y���O�<�����Ou � |��������W��rO���OsWr���¬?sYt°w=��Ä���|��w=|~sYz�rOw=�
pjj = 0

¾·��t �?�~�W|~w�s�r{ ~tv�?r{zO¬
pjk

·$»�´%¸°ÐZÎe±�¶dÐ�¸Óµu³ÄÖu´2Ã�³Z¯Ä´MÖ	±M¶ �Y}Y�{�
� |¡���~r X ¾$D�z{���O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{���Y}Y|�����z�r{�O�Y�Y©«z����O�O�?uÁ�<�����?�OsYtv|R�O|~}Y�T�Yz{sY�<��z{��z{�?������YzO��|��W�YsY���YsYtvu�Ä���|¡w=|�sYz&�Y|~}Y|~w=|¡��z{�Yz?�À���Y x�� ���r

j
�&�� �|��

k
���?tv�Y������|�sYs��<©
�Y}Y��<�����?�O�Y���T�YzO�®�Os,�W|�u���z{�O��z{|���¬?sY�®�Y�?�Y�YsY�¡���� �|��

j
¾O¥årO�&��rO�(�?tv}�r�Â�|�sY��|x¢r�Y¾ ��4<¨ås�| ¡r{�O�W���Yz®�?z

x
��w=t�w=�TÂ�|~w±}�r?����wyrOz{}Y�Y�<r{z{¬,�?��|½|��W��sY�Y�YsYtv|½Ä���|¡w=|�sYzOt®�<���O�Y���@r{©°�ª(�Y|v�� �|��

j
�O��rO��s�|� ~rO�O������w=�®���¡�W�YsWr{���O�?�RwyrO}YÉ,}Y��z{�� ��Y}Y�?|~w=tv|v�����O�OzO�O|�z?��z{�?�Y��R ~r���r{s�sYt°w=�Á�?|�}Y�T�YzOsY�?��z~��w=�

pjk , k ∈ M
¾ë®|~����� �Y�?��rO ~rOz{¬��Å�Yz{�4s�r{É(|��Y}Y|��W�Y�O���TÂ(|~sY�Y|

λjj = 0
�O�?�?��|�sY|Á�W������©½��r{|~z��Y }�r?���~w=�Oz{}Y|~sY���7�O�? ~w=�TÂ�sY�<��z{�±�O�? ��?}�r{z�r�|��W��sY�Y�YsY�?��� Ä���|~w=|~sYz�r �?�O}�rOz{sY��� �� �|��

j
��}�rO �� Â�|��Y���O���?sY��r{s��Y�$|~�����?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y�$��sY|¡w§¾·q��Y�±���Y|�z�r�Ä�zO�Ou_����z{�?r{�
� ����s��?Â�sY�&�W�YÉ,¬��Y}��O�O|¡��z{��sY|~�O�O��¬OÉ(�<©­w=�¡�W�W�x�Y��r � �Y©(�Yz{��|¡��z{¬��Y}�|��O�?}�r{ ~�O�<r��sY�Y���T���O�?|�}YÉ(|�sYsY�½r{s�r{���O�~�Y�YsYtv|��?Â�|�}WrO���~wyr{z{}��Y�?rO�OÉ,�Wwy�À�xsWrOw=���OtvÉ,|��½��}Y��w=|��}Y|�¢r�Y¾5�O¨µ� ¢r�Y¾ 4?¨��Y}Y���?�Y����rOsY�Y���x��sY� � ���OsY�Y}��O�?rOsY������ ����O����¯��O�O}Wr{z{sY�?uÁ���{�Y �¬?©�¯{¾q,|~u���z{�?�Yz{|���¬OsY�W�<���Y���Y}Y� � |~�~��r&ÈU�Yz{z¡�Wr X �<�W�Y���<�?z{�O}��O�����Y}Y|��W�Y�O�Wr{��rO|�zO�À�����YzO���r{�[z{�O��¬O���±�Os[�Y�?��rT�@r{|�z±�_���?��zO�T�YsY�Y|

x
���O}Y|¡wJ�����_����|��W��©«ª,|~���7�Y|~}Y|��<�¡��r$�
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�W}Y�����?|����<��z{�T�YsY��|� ~r����Y|�z��<�<�¡��r�Ä���|¡w=|�sYz�r��� ��� ��Wr

j
}�r?���Y}Y|��W|��W|�sY��Ä~�����Y�Os�|�s��

� ��r{��¬OsY�®�§�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO¬O© φj(x)
�O|¡���������<ª(|~��z{�O�?|�zx�Oz¡���Y��s�r��&�OzxsY�¡�Y�&�O|~}Y�T�Yz��sY�?��z{¬�sY|¡w=|����W|�sYsY�?���Á�O�O ~�O}�rOz�r&�<É(|��WÉ(|��~���Y 

j
Ä���|~w=|~sYz�r��O�?}�r{zOsY���

j
�WzO��|~��z{¬

∼
pjj >0

�<z{�(|~������|�}Y|��?�¡�Ws�r{���O|�}��T�Yz{sY�?��z{¬x�W�O�YÂ�s�r��?tvz{¬,��}Y�?��z{�,�?�Y}Y|���|���|~s�r���r{�
q(x, Tjkx) =

∼
pjkφj(x)

��r(�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{¬&Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY�?�����?}Y|~w=|~sY��|������Y}Y|���Otv�<r{sY���Á�&���?��z{�T�YsY�Y�
x
�O�~�W|~z�zO�O�À��r�}�rO�Os�r ∑

j φj(x)(1 −
∼
pjj)
¾

´=r?���~w=�Oz{}Y�Ww zO|��Y|~}Y¬��O�O��|�|&�Y�¡�W}��O�Os���s�|����Oz{�?}Ytv|&z{�Y�YtÃ�Ys�z{|�s����Y�Os��?��zO�4�?�{������<Â��Y�<r{sY�����Yr�z�r{�YÂ(|x���Á��sYz{|�}��Y}Y|�z�r � �Y��¾iU����|~w����?�O�?}Y�Yz{¬W�å�Yz{���< ~|��
j
���¡�W|�}<Â��Yz

s
Ä������Y�?sY|�s � ��r��W¬OsYt§�±��|�}��O|�}��O������s��z{|�sW���Y�?sY�?��z{¬O©

µj
�Y|¡�����

φj(xj) = µj min{xj , s} , xj>1 .
¢p��¾ ��/?¨

D�z{�±�O�?tv�YsY�±�Oz{s��?����zO�À���[��������rO©,�Æ���?�À��r��Ww=|�|�z?�À�
s, 16s6∞

sY|~ ~rO�O������w=t§�·���r{}Wr��Y��|���¬Os��R}Wr{�O�?z�r{©«ª(���(�¡���YsY�O��sYt§����|�}Y�?|�}Y�?���{r®���&�O}�|~w=|�sWrx�O�?�����<Â��Y�?rOsY���¢Çs�rO�Y}Y��w=|~}����?}Y|~w=|~s�rY��z{}Y|��?��©«ª,��|~�À�Á���Y���O�O}Wr{�O�?z{�Y���¡�WsY�?���&��r{��|~zTr<¨�sY|� ¡r{�O�W�����w=t_��}�rO���Y}Y|���|���|~sYt7Ä��������OsY|~s � ��r{��¬OsY�R�9��sYz{|�sW���Y�?sY�?��z{¬O© µj
¾�¥år{���?u,�� �|��(}�rO�O�{�z�r{|�z(sY|� ¡r{�?������w=���Oz��W}Y�����Y���� ����?�(��|~z{���(z{�<w_��w=t°����|O����z{�&|����(�YsYz{|~s������OsY�<��z{¬�O�<�����<Â��Y�?rOsY���,s�|v ~r{�?������z½�?z

xk, k 6= j
¾?³x}Y�(Ä~z{�?w��W�?�Y�?��z{��w=t���rOw=tv|v}Wr{ ��W�Y���sYtv|½�W��� � �Y������sYt��?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y���?�Y�<�����{�W¬O�Y�����Os��Y}Y|�zOsYtv|½Ä���|~w=|~sYz{tÃ¢Ç��rO��|�z{t«¨��}�r?���~wyr{z{}Y���?r{|¡w=�Ou±s�r?w=��w=�¡�W|����7sY|�}Wr{ ��W�Y�Y��w=tÃ��}Y�����Oz��W}Y����r_¢Ç�<��|Á�OsY�_�~|��z{|�}��O��|~sYsYt®�@zT¾ |?¾·�¡�W�Ys�rO���O�Otv|T¨�¾�³x}Y��Ä~z{�?w���������r{uå�����?�À��r

φj(xj) = µjxj
¢Ç���O�À��r

s = ∞
¨,�O ~s�rT��rO|�zT�Å��z{�$�� ~|��

j
�Y}�|�����zTrO�{�Y�Y|~z����?�O�?u7�Y}Y�?��z{�4z{�O�Y���7 ~rT��|�}<Â��Y����Y}Y�Y��|~w ���Y�_��r{Â(���O�����Wr{��|�z�r�|��~� ���OsY��}Y|�z{sWr��7 ~r��W|�}<Â���r��Y�{�Y�Y|~zO�À�7sY|� ¡r{�O�W�����w=�Ou�¾

q,}Y�����?u
��sYz{|�}��Y}Y|�z�r � �Y|�u­��sYz{|�sW���Y�?sY�?��z{�­�O�<�����<Â��Y�?rOsY��� φj
�Y�O�Y�Y|�zO�À���Y}Y|������z�r{�O��|�s��Y|½�«|°jR�Y�?w=�?ª,¬O©
�À�?|¡w=t1}�r{ ��W|���|~sY�����?}Y|~w=|~sY���Y}�� � |¡�����?}�r�¢Çê Î�Ò X��gÑ+X[^b\ �Î Z²±<¨��W�Y}Y�����OzO�O}Y�?u�Ä���|~w=|~sYz{t��O�?}�r{�<r{z{tv�<r{©½zO�À�Á���W|��W��©«ª(��w��O�?}�r{ ~�?w�O�����©½�O�?uw=�?w=|~sYzT�Æ���O�À��r$�$�� ���|

j
�Y}Y������zO��z{�?��©«z

xj
Ä���|¡w=|�sYzO�O���y�?}Y|~wJ�.�W�±�O�Y|~}Y|���sY�O�~����Otvz{���_s�|����Oz{�?}Y�O�~�

i
�í�~� Ä��W|~w=|�s�zTr$�Y ÁÄ�z{�?������ ��Wr }�r?���Y}�|��W|���|�sY�$Ä��������OsY|~s � ���r���¬?sY�&�x�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{¬O©

µi(xj) > 0
z�r{���Ouå���Yz{�

xj
∑

i=1

µi(xj) = φj(xj) .
¢r�Y¾ �?º?¨

D�z{�x�O ~s�rT��r{|~zT�~�YzO�R�<��|UÄ���|¡w=|�sYzOt
¢£�Y §��w=|�©½ª,�����À�,�x�< ���|
xj
É(z{���W¨J�¡�WsY�?�O}Y|¡w=|�s��sY� �Y�O������r{©½z �O�<�����<Â��Y�<r{sY�Y|?���Y}Y���Y|~w­��r{Â(��tvu

i
�ìz{tvu_���{������rO|�z�z{�O��¬O�������O�O©�W�{�W©

µi
Ä�zO�O�����?�?�����<Â&���?r{s�����¾·È z�r{���?u±w=�¡��|����±�O�? ~w=�TÂ�sY���O������rOz{¬��7Ä����O�����z�r{}YsY�?|R¢£}�r{�?sY�O��}�r{�?sY�O|T¨@}�r{ ��W|��W|�sY�Y|U�O}�|~w=|�s��(�?�?���W�?Â��Y�<r{sY�Y���������,�Y|��~�R����|����O|�z�Y�{�W�TÂ&��z{¬

µi(xj) =
φj(xj)

xj
.

¢r�Y¾ ��¼¡¨
³x}Y�®Ä�zO�?w���r�Â��Wtvu®������|�sYz,¢£|��W��sY�Y�YsYtvu®Ä���|~w=|~sYzT�~�Y������rO�<|~z?¨@�Y�O�����Y�Yzv�¡�W��s�r{���{��O��©��������<��|��ÁsY�����W�O��©L�?z

φj(xj)
��r&���{��s�r{���YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{¬��?t§�?�¡��r��Y ��� ��WrY�
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φj(xj)
¾<¸x�<Â�sY����w=|~z{¬,�,�O���W�?�?��z{�,�x��sY� � �Y� φj

��}Y��}�rO ��W|���|�sY�����Y}Y� � |~������O}YsY�?���v�?}Y|~w=|~sY���O�<�����<Â��Y�<r{sY���®w=�TÂ(|~z°�Y}Y��sY��wyr{zO¬«��©½�O��©��x�?}�w=�O¾¡¸®r{�Y}���w=|�}��
φj(xj) = µj

w=�TÂ�|�z§�OtvzO¬U�W�{��|~u®�YsYz{|~s������OsY�<��z{�®�Y}��®�Y}Y� � |~�����O}Ys��?wÁ}�r{ ��W|���|~sY�Y���r w=�TÂ�|�z��_��}Y�?��z{� �Y}Y|�����z�rO�{�Y�Yz{¬$���O�?�Ou±�YsYzO|�s����Y�OsY�<��z{¬�|��W�Ys��Y�YsY�?������|�}Y�?|�}�r��}�rO�O�?zTrO©«ª(|������½�W��� � �Y������sY�Ou��O�<�����<Â��Y�<r{sY���Áz{�Y��r FIFO ¾
È  ~r{�Y��©«�Y|~sY�Y|?�Æ�Y}Y�Y�?|��W|¡w ��}Y�Yz{|~}Y�Yu�sY|~�Y}Y�Y�?�¡�W��w=�<��z{�[��|~z{|��?�O���±�Y}�� � |¡����r X ¾¸®rO�Y�?w=sY�Ww§�Æ�Yz{�_���<zO|��O�?u[�Y}Y� � |~���O�9���?�Oz{�?|�zO��z{�O��©½ª,�Yu1��|~z{|��?�?w=���Y}Y� � |~����� X ��Y�O�Y�Y|�zO�À�4wyr{}Y���O�<���Y�Ww1�Y}Y� � |~�~���?w��,�Y|~}Y|��<�¡�WsYt°w=�$�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z¡��w=� λjk

¾�³x�O�����|��W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{¬®���<��z{�T�YsY��u��{���Oz{�?}Ytv|v�Y�<��|�ª�r{|~zRÄ~z{�Oz,�Y��z{|��?�Ou&�Y}Y� � |~�~�{�O�?�O}�r{� ~�O|�z(wyr{}Y���O�<���Y��© � |��Y¬W�?�Y|~}Y|��<�¡�WsYt°w=���?|�}Y�T�YzOsY�?��z~��w=���<�?z{�O}��Ou����W�?Â&r{z,wyrO}YÉ��}Y��z{s�tv|®�O|�}��T�Yz{sY�?��z{�
pjk
�Y}Wr{�Os�tv|

pjk =
λjk

∑

k′ λjk′

.
¢p�Y¾ �<¹?¨

gJ��ý��
�+��'ÀXÝ¬Þ8Ý¬ Ç µu³[Å$¸l¯°¯°Îµ�_Éå¸ÄÑ�¯Ä³[Ã$®M¶�î�¶$´<´M¾*®�Ã$¸°·Zµ*¶$ÐZ³Z½0¶�±�Î£´<³Zàã½[®�¶_´<³á¾u¿�ÕÑ�³�´<³Zàã½[®[ËJÑ�³Zàã½[®_¯°³0³[´%Ð,¸Ä´%¯Ä´%ÐZ»�¼�ç<¶$¹�·$»�´%¸°ÐZ³[¹f·,µu³[Å$¸l¯°¯�Ö*Ð°¾	Ö*¸Ä´%¯èÖfÃ$¸°·Zµ*¶$ÐZ³Z½0¶�Õ±�Îe±ÒÆ
 �¡G¢o£G¤`£L¥P¦½§�¨-©K¥Pª�¡S«
Í�s�rT��r{�Wrv�Y}�|��W�Y�O���TÂ���w§�¡�Yz{�

X
�Y�{�Y�Y|~zO�À��sY|~�Y}Y�Y�?�¡�W��w=t°w§¾[1xz{�O�?t����O��r{ ¡r{z{¬W��YzO��z{�O�À�@r����?�Oz{�?|�zO��z{�O��©«ª(�Yu�|~w=���Y��z{|~�O�Ou���}Y� � |¡���vz�rO��Â(|°�?��r{ �tv�<r{|~zO�À�(sY|~�Y}Y����?�¡�W��w=t°w§�����?��z�rOz{�O�Ys����Y�O��rO ~r{zO¬��O��z{�®��������©«�?t§���x�������Y}Y�?�?r{s�sYt§�

j 6= k
�Y 
M���<ª(|~��z{�O�?|�z,���?���W|��W�?�?r{zO|���¬?sY�?��z{¬

j1, j2, . . . , jl
�
M
z�r{��r������YzO�

λjj1λj1j2 · · ·λjlk > 0 .
¢r�Y¾ ���<¨

ÈUtv�O|~}Y|~w4sY|~���Oz{�?}Ytv|
x
� ∼
x
�

E
z�r{�Y��|O�<�Yz{�O�?t

xj
� ∼
xk
�?t§�����Y�O���TÂ��Yz{|��W¬OsYt°w=��¾¸x|~�Y}Y�Y�?�¡�W��w=�?��z{¬��Y}�� � |¡����r X ��r{}Wr{sYz{��}Y�O|~zÁ����ª(|~��zO�O�O�<r{sY��|�sY|����?z{�O}Y�?u �Y�<����|���W�?�?rOz{|���¬?sY�?��z{�

j1, j2, . . . , jl
�
M
z�r{���?u��å�YzO�4����|��W��©½ª,�Y|����?��z{�T�YsY���_��|�z{|~�O�O�~��Y}�� � |¡����r-O

x, x1 = Tjj1x, . . . , x
l = Tjl−1jl

xl−1,
∼
x = Tjlkx

l,
¢p�Y¾ ����¨

�?�O}�rO ���©«z®}Y|¡r���¬?sY�®�?����ª,|~��z{�O�Ww=tvu��Y��z{¬,�� ½���<��z{�T�Ys����
x
� ∼
x
�<r�z{�O�À��r(�vsY|~�O�T�?�O��W�Ww=�?��zO¬O©

q(x, x1)q(x1, x2) · · · q(xl,
∼
x) > 0 .

¢r�Y¾ ���?¨
³x}�rO�Yz{�Y��|~�����Yu��?tv�O�O}�Ä~z{�������?��zO�T�YsY�Yu���}Y|��W���{�WrO��r{|�z(��s�rT��r{�Wr®s�r{�?�TÂ��W|~sY�Y|°z�r���Y�Y�

j1
�
jl
���YzO�O�Ot

q(x, x1)
�
q(xl,

∼
x)
�?t§���±�Y�{�W�TÂ&��z{|���¬?sYt®�å�����?���W|��W��©«ª(��w�?tv�O�O}��?w

x2, . . . , xl−1 z�r{�Y���·�W�Yz{�O�?t x1, x2, . . . , xl−1, xl �?t§�����Ot�}Y|¡r���¬?sY���?���<�ª(|~��zO�O��w=t°w��Y��z{|~w��Y ����?��zO�T�YsY���
x1 � xl �ÁzT¾ �Å¾³x�<�����{��¬?�Y���?��|��O�Y��©«�Y|~sYsYtv|��_¢r�Y¾ ���?¨R�O|��W�Y�Y�YsYt

φj
�ìz{tv|&�W�O�YÂ�sYtÃ�Otvz{¬����{���O�Â��Yz{|���¬Os�t°w=���Yz{���Y �¢r�Y¾ ���O¨U�xsY|~�O�T�<�¡�W��w=�?��z{¬O©
����|��W�O|~z�Â(|���r{|~w=�?|�¢r�Y¾ ���<¨�¾¥�|~�Y|�}�¬��<s�r{�?�O�O}��OzT���Y}Y|��W�Y�{�W�TÂ&�Ww§�O�Yz{�,�Y��z{|��?�Ou&�Y}Y� � |~�~��¢£wyrO}Y���O�?����r�� � |��Y¬�¨�Y�O�Y�Y|�zO�À�®sY|~�Y}Y�Y�?�¡�W��w=�?u�¾/�·r?�x�Y�����Y}��O|~wÁsY|~�<�?z{�O}�tv|
x
� ∼
x, x 6=

∼
x
�

E
¾TÈUtv�O|�}�|~w
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j 6= k
�Y 

M
zTrO�Y�Y|?���Yz{�?�Ot
�����<�?�O}?�W�YsWr{z{t

xj
� ∼
xk
�Ot§�����Y�O���{�Â��Yz{|��W¬OsYt°w=� ���?tU�W|��W��w[�Y�?����|����O�?rOz{|��W¬OsY�<��z{¬

j1, . . . , jl
�
M
�WzTrO���Yz{�?�Ot��~�W�{��{��|~z{�O�?}<�����?��¬�¢r�Y¾ ���?¨�¾uD�z{���?�O ~w=�TÂ�sY�&�<����|�����z{�?�Y|�� �W|��Wr{sYs��O���&�Y}�|��W�Y�O���TÂ(|~sY����¾q(r���|~|&}�rO�~��w=�OzO}Y��w����<��z{�T�YsY�Y�4��|~z{|��?�O�~����}Y� � |¡���~r X ���O�Y}�|��W|���|�sYs�tv|��_¢p�Y¾ ����¨�¾¥��?�À��rÁ¢r�Y¾ ���<¨Æ�Á�Y�{���TÂ��YzO|���¬?sY�?��z{¬,�?|����Y���Ys

φj
�ìz{t§��r{�?z{�?wyrOz{�Y�Y|¡���Y�Á�Y}Y�Y�?|��W|~z(��Otv�Y�O��sY|~sY�Y© ¢p�Y¾ ���?¨�¾y¶øÄ�z{�4�O ~s�rT��rO|�zT�=�Yz{�4�Y}Y� � |~��� X w=�TÂ�|�z��W�?��z{�Y�Y¬$��©½�O�O|

���<��z{�T�YsY��| ∼
x
�Y x�Y}Y�O�� ��O�O��¬Os��O�������O�?|����(s�rT��r{��¬OsY�?���,���?��z{�T�YsY���

x
���Yz{���O �sWrT��r{|~z|��~��s�|��Y}Y���O�¡�W��w=�<��z{¬��� ~rO�O|�}�É(r{|~z����O��r{ ¡r{z{|���¬?��z{�O�W¾

¥�|~�O}Y|¡wyr(�W�O��r{ ¡r{s�r,�Y�{�WsY�?��z{¬O©(¾
�

Ç¡��Ç ® Û3~,ÔÔ�°8 ×§Ó�Ý�×�Òä�§Û�ÆÁÝ�Ô®Ó�Û®á�Ó�Ö�~ßá�Û,Ò�l�á�×�8�×#2�×§ÓÁÝ��
È
�W�?�Y�{��s�|�sY�Y|&�±�O�?|��W|~sYsYt°w��OtvÉ,|&�?�O�O ~s�rT�Y|~sY����w§�@}�rO�~��w=�?z{}Y��w |�ª(|����{���TÂ����z{|��W¬OsY��© �YsY�<r{}Y�Wr{sYz{s��<© w=|~}Y�

ωj , j ∈ M
�y�~�W�O�O��|�z{�?�O}<�Y©«ª(��© ����|����<©½ª,��w»ãµ�®,ÐZÃu¸ÄÃ�¶+Ö	±å±�®Èµ*ºÔµ*»�´2Ã�³Zàá³%ÚÄ®°¾*®ZÃ$¯È® ����� »ãµ�®,ÐZÃu¸ÄÃ�¶+Ö	±ø´Ôµ�®ZÁª¶$Ñ�® O

ωj

∑

k∈M

λjk =
∑

k∈M

ωkλkj , j ∈M .
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ω0 = 1
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M
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q��Y�� ¡rOw=�Ys��<zO�Ou���|~z{�&�O�O ¡w=�TÂ�sY�«Â�|��WrOsY�Y|§sY�?}�w=�Y}Y�?�?r{zO¬
ω
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λjk
�Yr�z�r{��Â�|x�������wyr{}YÉ(}Y��z{sYt§���O|�}��T�Yz{sY�?��z{|�u4¢p��¾ ��¹O¨�¾

Í9��|��W��©½ª,�Y|°}�|� ��¡��¬�z�rOz{t��?�Y����tv�?r{©½zx}�r{�?sY�O�?|~��s��O|U�Y�O�?|��W|~sY�Y|°��|~z{|��?�O�~�R��}Y�{�
� |~�~��r q�Â(|~�����Os�r�¾�q������Y}Y� � |~�~��r�q�Â(|������Os�r$w=t �Y}Y|��W�Y�O�Wr{��rO|~w§�=�Yz{�7wyr{zO}Y� � r
||λjk ||

sY|���}Y�Y�O�¡����wyrY¾�¿®r{��w=t��W�O��r{ ¡r����Á�OtvÉ(|&¢²¥�|~�O}Y|¡wyr��Y¾ �?¨����&Ä~z{�?w���������rO|R���r?w.��|~z{|��?�Ou��Y}Y� � |~�~� X z{�TÂ�|R�?�~�W|�z&sY|~�Y}Y�Y�?�¡�W��w=t°w§¾
gJ�<ý$�
����'£Xe¬ S
¬MïJ¯²¾u¶

X Í ¯°¸°´2¸lÐZ³[¹f·,µu³[Å$¸l¯°¯MÏ,®°±�Ñ�Ã$»�´2³0¹£¯l¸Ä´2¶ ��É�¸°Ñ�¯Ä³[Ãu®[Ëä´2³³[Ã�Ö*Ð°¾	Ö*¸°´2¯ÈÖ ð µ�àá³Z½l¶$Ì�¸°¯°Ñ�¶�±MËª®�¸°àá³�¯Ä´%®ZÅ�¶$³[Ã$®Èµ*Ã�³Z¸kµ�®,¯Ä·,µ*¸°½[¸²¾*¸°Ã�¶$¸ß¶+±�¸°¸°´ûÐZ¶u½

π(x) = C

m
∏

j=1

ω
xj

j

xj
∏

n=1

φ−1
j (n) , x ∈ E = {x : |x| = ν} ,

¢r�Y¾ �+6O¨
àã½[¸�·Zµ*¸l½0·�³È¾*®�àã®,¸Ä´%¯èÖ$ËeÌ	´2³<Ð�¸²¾u¶�Ì	¶�Ã$Î

ωj
»�½0³ZÐ°¾*¸Ä´%ÐZ³èµ	Öu¼�´û»ãµ�®,ÐZÃ$¸°Ã�¶$¼C´�µ	®ZÁQ¶�Ñ�®ì`X,Æ û�Xáí[Ëk®%Ñ�³[Ãu¯Ä´%®ZÃ�´%®�Ã�³èµ�±�¶Zµu³ZÐZÑ�¶

C
³[·Zµ�¸°½[¸²¾	Ö*¸Ä´%¯èÖUÁª³èµ�±M»0¾u³[¹

C−1 =
∑

x∈E

m
∏

j=1

ω
xj

j

xj
∏

n=1

φ−1
j (n) .

¢p��¾ ��4?¨



È+�ÁÈ+�ÀPML �ÒHS��U�OQPMR�O� �§�L�ÂMR¡HJPML�©QPM¢É�é©�L� 
¤�©ªOPU�OQK�OäPMR�� ¼l���
gJ��ý��
�+��'åXe¬Þ\Ý¬ÀïJ¯²¾u¶

X Í ·Zµu³[Åu¸°¯°¯U³0´2Ñãµ*Î�´<³[¹å¯°¸°´<¶ ��Éå¸ÄÑ�¯°³[Ã$®æ¯"Ñ�³[Ã$¸ÄÌ	Ã$³[¹¸²±�Ñ�³Z¯Ä´2¿�¼
ν
Ë�´2³f½ã¾	Ö×Ã$¸làá³"´<³0É�¸�¯Ä·,µ	®�Ð,¸°½ã¾u¶$Ð,Îé»�´%Ð,¸ÓµuÉ�½[¸ÄÃ$¶�Öóý$¸Ä³èµ*¸²±�ÎjX,Æ û�ËÃ$³2¯

E = {x : |x|6ν}
Æ

gJ��ý��
�+��'ÊXe¬ùXe¬%ïJ¯²¾u¶
X Í ·Zµ*³[Å$¸°¯l¯�³0´2Ñãµ*Î�´<³[¹C¯l¸Ä´2¶j��É�¸ÄÑ�¯Ä³[Ã$®?¯�Ã$¸°³Zàrµ	®ZÃ$¶�ÕÌ�¸°Ã�Ã�³[¹b¸²±MÑ�³Z¯Ä´2¿�¼

ν
ËM´<³�³0ÃC¶�±�¸l¸Ä´Ü¶�ÃuÐ,®Èµ*¶$®ZÃ$´<Ã$»�¼~±Ò¸Óµ*»æÐ�ÁQ³Âµ�±Ò¸dì`X,Æ ûPýÂíæ¯

E = {x : |x| < ∞}
ÆkîQ´<³[´B·Zµ*³0Åu¸°¯l¯�Ú0»�½[¸Ä´B·�³È¾u³0É�¶�´%¸²¾u¿�Ã�³Àµ*¸°Ñ�»Äµ�µ*¸°Ã�´2Ã�Îe±´2³Zàã½0®¡¶U´<³á¾u¿�Ñ�³�´<³Zàã½[®[ËQÑ�³[àã½[®

C−1
j ≡

∞
∑

xj=0

ω
xj

j

xj
∏

n=1

φ−1
j (n) < ∞ , j = 1, . . . ,m .

¢p��¾ ��/?¨
î ð ´2³È±�¯²¾u»�Ì�®,¸M¸°àá³�¯°´2®ZÅ$¶�³[Ã$®áµuÃ�³Z¸kµ�®,¯°·Zµ*¸l½[¸²¾*¸ÄÃ�¶u¸ßÚ0»�½[¸Ä´ ¶�±�¸°´<¿_ÐZ¶$½

π(x) = π1(x1) · · ·πm(xm) , x ∈ E ,
¢r�Y¾5�{º<¨

àã½[¸
πj(xj) = Cj ω

xj

j

xj
∏

n=1

φ−1
j (n) .

¢r�Y¾5��¼T¨
È§��|,z{}Y���~�x�O}�w=�¡���Y}��O�?rOsYsYtv|��?tvÉ,|�zO|��O}�|~w=t
���Y����|�z{|~�O�?�����Y}Y� � |~�~��r�q�Â�|������O�s�r$�Y�O�Y�Y©«zO�À�[sY|~�Y�?��}Y|�����z{�O|~sYsYt°wf����|�����zO�O�Y|¡w#���Y}�r{�?|����W�Y�O�<��z{���O�O��|�|��O�?ª,|~���}Y|~ ��¡��¬�z�r{z�r��y�<�?z{�O}�tvu[w=t �W�?��r�Â(|¡w­�W�Y����|�zO|��O�?���±�Y}Y� � |~�~��r7ÈU�Yz{z¡�Wr��9�����Oz{�O�}Y�?���W�J��rO���Y ~�O|¡��z{sY�W�=�YsYz{|~s����Y�?sY�?��z{�[�O�<�����<Â��Y�?rOsY���

φj = φj(x)
ã.���W��z{|¡w=sY�{� ¡r{�O�W����w=t®¾

gJ��ý��
�+��'fXÝ¬ {�¬3*<Ã$Ð,®Èµ*¶$®ZÃ$´<Ã$³[¹À±�¸Óµ*³[¹U·Zµ*³0Åu¸°¯l¯è®ÒîÔ¶�´2´�¾*®
X
Ö*Ðl¾	Ö*¸Ä´%¯èÖ

π(x) = Φ(x)
m
∏

j=1

ω
xj

j , x ∈ E ,
¢r�Y¾5�O¹?¨

àã½[¸�½ã¾	Ö
ωj
Ð,Î�·�³È¾uÃ+Ö*¸Ä´%¯èÖUì»X�Æ û�Xáí0Ë
®

Φ(x)
·,µ*¸°½[¯°´2®,Ðl¾	Ö*¸Ä´ó¯Ä³[Ú[³[¹_ÚÄ®l¾*®ZÃ$¯°¶Zµu»�¼�ç<»�¼Áª»�Ã�Ñ�Å�¶�¼ ¶�Ã�´%¸ÄÃu¯Ä¶uÐZÃ�³Z¯Ä´%¸Ä¹�³[ÚZ¯²¾u»,É�¶$Ð,®ZÃ$¶�Ö

φj(x)
Ð_¯Ä³[³[´2Ð,¸°´2¯°´2Ð,¶�¶f¯Ò³0·,µ*¸l½0¸°Õ¾*¸°Ã�¶$¸²± ì`X�Æøú<Sáí�ÆYù�Ñ�®lÏ,®,Ã�Ã$®lÖ"±�¸Óµ�®

π
ËkÑãµu³á±�¸<´<³Zàá³0Ëä»�½0³[Ðl¾*¸Ä´%ÐZ³èµ	Ö*¸Ä´V¯²¾*¸l½l»�¼�ç<¶+±>��
'�þ�ü��<ü��
�Ý�²D
'Yû��	�GDJüJý$�Oý£cu'+��'�üJû�'

π(x)
∑

k∈M

q(x, Tjkx) =
∑

k∈M

π(Tjkx) q(Tjkx, x) , j ∈M, x ∈ E .
¢r�Y¾5�,�?¨
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π(x)

∑

j∈M

∑

k∈M

q(x, Tjkx) =
∑

j∈M

∑

k∈M

π(Tjkx) q(Tjkx, x) , x ∈ E .
¢r�Y¾5�Z��¨
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¿®r{�1sY|~z{}Y�~�WsY�� ~r?w=|�z{��z{¬��UÄ�z{����}�r{�?sY|�s��Y| �Y}Y|�����z�rO�{�Y�Y|~z.���?�O�Ou1����wyw=�L¢£�Y�

j
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π
�Y  ¢r�Y¾5�O¹O¨«�~�W�O�O��|�zO�O�O}<�Y|~zÁ��}�rO�OsY|~sY�Y© ¢p�Y¾5�,�<¨�¾�q��Y�4Ä�z{�?���� ~r?�x�Y�������}Y�O|¡w�sY|����OzO�O}Y�?|

j ∈ M
����©«�?�O|����?��zO�T�YsY�Y|

x ∈ E
¾WÌ9�������Y}Y� Ä~z{�?w[�?��rO ~r{���?��¬

xj = 0
�·z{���O�?|��WrO��zO�$��}�rO�OsY|~sY����¢r�Y¾5�,�<¨°�?��r{Â��<z?�À��}�r{�?sYt°w=�4sY�¡��©,�ÅzTrO�$��rO�$�Ä�z{�<w���������r{|½�����Á��©½�O�?���

k
���?��z{�T�YsY�Y|

Tjkx 6∈ E
¢£�~w§¾Å¢r�Y¾ �,�<¨ ¨�¾³x�OÄ�zO�?w=�Á��r��W|�|��Y}�|��W�Y�O���TÂ���w§���Yz{�

xj > 0
¾�Í
�������{��¬? ��O�<r{sY��|~w��O�Y}Y|��W|��W|��sY�����O|����Y�Y�Ys

q
�
ωj
�Y}�|��O�?}�r{ ~�O|¡w±��|��?��©
�WrO��zO¬ ¢p�Y¾5�,�<¨9����|����<©½ª,��w��O�?}�r{ ~�?w

π(x)
∑

k∈M

q(x, Tjkx) = π(x) φj(x)
∑

k∈M

λjk

= π(x) φj(x) ω
−1
j

∑

k∈M

ωk λkj
¢r�Y¾5���O¨

�·rOw=|~z{��w���r{��|�|?�O�Yz{�®�?tv}�r�Â�|�sY��|�¢p�Y¾5�O¹?¨å���Y�
π(x)

�����?�Ou���z{�O�
Φ−
�<r��WrOs���r�¢p��¾ ���O¨�Y�O ~�O�O�Y�Y©«z�s�rOw�s�rO�Y����rOz{¬&����|��W��©«ª,��© � |~�Y�O���Y��}�rO�O|�sW��z{�

π(x)φj (x)ω
−1
j ωk = Φ(x)

m
∏

i=1

ωxi

i φj(x)ω
−1
j ωk

= Φ(Tjkx)φk(Tjkx) ω
x1
1 · · ·ω

xj−1
j · · ·ωxk+1

k · · ·ωxm
m

= π(Tjkx) φk(Tjkx) , k ∈M .

³x�¡����z�rO�{�Y�������?���W|��WsY|~|x}�r{�?|�s���z{�O����¢p�Y¾5���?¨����Y�O�����Y��w��O���Os���r{z{|���¬Os������Yz{�
π(x)

∑

k∈M

q(x, Tjkx) =
∑

k∈M

π(Tjkx) φk(Tjkx) λkj =
∑

k∈M

π(Tjkx) q(Tjkx, x) .
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